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SUR 
LA RÉFRACTION DES GAZ, 


Par M. MASCART, 


PROFESSEUR AU COLLÈGE DE FRANCE. 


I. — HISTORIQUE. 


La réfraction de la lumière par les gaz présente un grand intérét à 
cause des considérations théoriques qui s’y rattachent, en particulier 
dans la doctrine de l'émission. 

Il résulte, en effet, de cette théorie que le poids spécifique d’un gaz 
est proportionnel à l'excès du carré de l'indice de réfraction sur 
l’unité. Nous croyons utile de rappeler ici la démonstration de cette 
loi, pour en montrer la véritable signification. Si un rayon de lumière 
passe du vide, où la vitesse de propagation est V, dans un milieu réfrin- 
gent, où la vitesse de propagation est plus grande et égale à U, ce 
rayon se réfracte en se rapprochant de la normale, d’après la théorie 
de l'émission. Désignons par 7 et r les angles d'incidence et de réfrac- 
tion. On peut décomposer la vitesse de la molécule lumineuse dans le 
milieu supérieur en deux, l’une parallèle à la surface de séparation et 
égale à V sinz, l’autre normale à cette surface et égale à V cosc. L’at- 
traction exercée par le milieu réfringent sur cette molécule ne change 
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pas sa composante parallèle à la surface, ce qui donne l'équation 
(1) V sint = Usinr. 


D'autre part, le milieu considéré exerçant sur la molécule une attrac- 
tion plus grande, la composante normale de la vitesse sera augmentée, 
pendant la réfraction, dans une couche moins épaisse que la sphère 
d'activité moléculaire. L’accroissement de force vive normale est pro- 
portionnel au travail de l’attraction exercée par le second milieu. Si 
l’on admet, en outre, que ce travail est proportionnel à la masse agis- 
sante, et que le rayon d'activité moléculaire ne dépend que de la nature 
du milieu et non de sa densité, il en résultera que le travail produit, 
ou la variation de force vive normale, sera simplement proportionnel 
au poids spécifique du milieu réfringent; on aura donc l'équation 


(2) V? cos?i — L? cos?r = Ap, 


dans laquelle A est une constante dépendant de la nature du milieu 
réfringent et p le poids spécifique de ce milieu. | 
De ces deux équations on déduit, en désignant par n l'indice de ré- 


fraction, qui est égal à u 


, oA 
MI y, P: 


La théorie de l'émission étant à peu près abandonnée aujourd'hui, il 
n’y a pas lieu d’insister sur les objections que suggère la démonstra- 
tion précédente, mais il est important de voir si la théorie des ondu- 
lations ne conduit pas à un résultat analogue. 

Pour expliquer le phénomène de la réfraction, Fresnel a été conduit 
a admettre que la densité de l’éther dans un corps réfringent est plus 
grande que dans le vide. 

Fresnel applique ensuite à la propagation de la lumière la formule 
donnée par Newton pour la propagation du son, et il admet, en outre, 
que l’élasticité de l’éther est la même dans tous les milieux. H résulte 
de ces différentes hypothèses que la vitesse de propagation de la lumière 
dans un milieu est simplement en raison inverse de la racine carrée de 
la densité de l'éther. 
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Si l’on prend pour unité la densité de l’éther dans le vide et si l’on 
désigne par 1+ A la densité de l’éther dans le milieu considéré, on 
peut donc écrire 


Dans le cas actuel, la vitesse U est plus petite que V, et l’indice de 


réfraction du milieu est égal à LE on en déduit 
n—1—=A. 


Admettons encore que l'excès d’ether A est proportionnel au poids 
spécifique de la matière pondérable, il en résulte aussi que la diffé- 
rence n?— 1, qu'on appelle la puissance réfractwe d’un corps, est pro- 


n'—1 
est une con- 





portionnelle au poids spécifique, ou que le rapport 


stante pour un même corps, un gaz par exemple, quelles que soient 
les circonstances dans lesquelles il est placé. 

On arrive ainsi au même résultat que dans la théorie de l’émission, 
par une voie toute différente, mais le raisonnement n’est pas non plus 
irréprochable. Rien ne justifie, en particulier, l'emploi de la formule 
de Newton pour les phénomènes lumineux, puisque les vibrations acous- 
tiques sont longitudinales, tandis que les vibrations lumineuses sont 
transversales; d’autre part, l’élasticité de l’éther n’a pas d’analogie 
avec la pression d'un gaz. 

La portée théorique de la loi des puissances réfractives est donc très- 
contestable, et cette loi, quand il s’agit des gaz, ne peut guère avoir non 
plus de signification expérimentale. 

En effet, la relation 


n?—1= Ap 
peut s’ecrire 
n—1—-ÀP ., 
nti 
& 


Comme la quantité n — 1 n’atteint jamais =>; à la pression atmo- 
sphérique, même pour les gaz les plus réfringents, le dénominateur 


rn + 1 du second membre dans l'équation précédente ne varie pas en 
| 2. 
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général d'une quantité appréciable dans les expériences. L’exces n?— 1 
est donc sensiblement le double de n — 1; si le premier est propor- 
tionnel au poids spécifique du gaz ou à la pression, le second doit 
aussi varier de la même manière, et l'expérience sera généralement 
impuissante à saisir une différence entre ces deux relations. 

Cette simple remarque a une importance pratique, parce quelle 
permet de rejeter l'emploi de formules compliquées et d’effectuer les 
calculs d’une manière beaucoup plus simple. Pour abréger le langage, 
nous appellerons souvent excés de réfraction, ou simplement réfraction 
d’un corps, l'excès n — 1 de l'indice de réfraction sur l’unité. 

D'après la théorie de l’émission, la puissance réfractive d’un mé- 
lange de plusieurs gaz doit être égale à la somme des puissances ré- 
fractives des différents gaz séparément, chacun d'eux étant supposé 
occuper le volume du mélange. Il en résulte aussi, du moins avec 
une approximation de moins de ;;‘55 pour les expériences faites à des 
pressions inférieures à la pression atmosphérique, que la réfraction 
du mélange est égale à la somme des réfractions des différents gaz. 

La première détermination directe de la réfraction des gaz est due à 
Biot et Arago ('). Le titre même de ce Mémoire : Sur les affinités des 
corps pour la lumière et particulièrement sur les forces réfringentes de 
différents gaz, trahit les préoccupations théoriques qui ont guidé les 
auteurs. Biot et Arago ont réalisé un projet d'expériences conçu par 
Borda et avec les appareils qu'il avait fait construire dans ce but. La 
pièce importante était un tube de verre taillé en biseau et fermé par 
deux glaces, de manière à constituer un prisme réfringent; ce prisme 
communiquait avec un baromètre et une machine pneumatique, et l’on 
pouvait par des tubulures convenables y introduire un gaz quelconque. 
L'appareil était installé au Palais du Luxembourg; à l’aide d’un 
théodolite à cercle répétiteur, on visait à travers le prisme une mire 
éloignée, un paratonnerre de l’Observatoire. 

Pour déterminer la réfraction de l'air, on faisait le vide dans le 
prisme, on mesurait le double de la déviation de la mire en le tournant 
de 180 degrés, et l’on notait avec soin la pression, la température exte- 
rieure et la tension de la vapeur d’eau. , 





(') Mémoires de la 1" Classe de l’Institut, t. VIN, p. 301 (1806). 
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L’angle des lames qui formaient le prisme était de 143° 728”. Comme 
ces lames n'étaient pas à faces rigoureusement parallèles, elles don- 
naient lieu à un petit déplacement qui a été évalué à 16”,6; la dévia- 
tion causée par le prisme à gaz était d'environ 550”. Malheureusement, 
Biot et Arago n’ont pas rapporté leurs observations isolées, mais 
seulement des moyennes de dix, vingt ou trente expériences. Ces 
moyennes elles-mémes different quelquefois de ;4,, ce qui fait sup- 
poser de grandes divergences dans les observations isolées. Il parait, 
en effet, que les différences d’un jour à l’autre atteignaient quelquefois 
16 secondes, ce qui faisait une erreur de 55 sur la réfraction. Il est 
donc difficile d'apprécier le degré de confiance qu'on peut accorder aux 
nombres renfermés dans ce Mémoire important. 

Quoi qu’il en soit, voici la marche des caleuls. 

Appelons D la déviation du rayon lumineux, correction faite du 
déplacement causé par les lames, et A l'angle du prisme. Comme le 
prisme est sensiblement au minimum de déviation, on a 


A +D 





sin 


2 D . D A 
a= = cos — + Sin —cot—.- 
A 2 2 2, 


2 


sin 


A cause de la petitesse des déviations, on peut remplacer le cosinus par 
l’unité et le sinus par l’arc, ce qui donne 


D A 
n—1I1=-—cot-- 
2 2 


Comme les diverses expériences étaient faites 4 des températures et 
a des pressions différentes, il fallait en déduire la valeur de l’indice 
de réfraction relatif à une température et à une pression déterminées. 
Pour cela, Biot et Arago avaient recours à la loi des puissances réfrac- 
tives; mais on peut raisonner de la même manière sur les excès de ré- 
fraction, et l’on arrive plus rapidement à un mème résultat. Si la diffé- 
rence mn — 1 est proportionnelle au poids spécifique du gaz, elle est 
proportionnelle à la pression et en raison inverse du binôme de dila- 
tation ; de sorte que, en appelant x le coefficient de dilatation de 
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l'air, ¢ la température et H la pression, l’expression 


(n—1)(1+ at) 
H 


doit étre une quantité constante. 
Si l'on appelle », l'indice de réfraction à la température de zéru et 
la pression de 760 millimètres, on aura donc 


No— 1 


760 


ital 
H 





= (n—1) 9 


et par suite 


n—ı=(n—ı)(ı+ al) m; 


il vient donc, en remplaçant n — 1 par sa valeur expérimentale, 


Ho—1—= D cot A (1+ at) 760, 
2 2 H 

Biot et Arago ont trouvé pour n, la valeur 1,0002945; comme les 
expériences ont toujours donné le même nombre, quelle que fût la 
température ou la pression, on a pu en conclure l'exactitude de la loi 
des puissances réfractives ou de toute autre loi équivalente. 

Le nombre qu'ils ont obtenu diffère peu de celui que Delambre avait 
déduit de la réfraction atmosphérique. 

Quand on voulait opérer avec un autre gaz que l’air atmosphérique, 
il fallait remplir le prisme de ce gaz à la pression extérieure et observer 
la nouvelle déviation. En appelant D’ cette déviation comptée en sens 
contraire, 7 l'indice de réfraction de l'air extérieur et n’ celui du gaz à 
la même pression, on avait 


n' D’ À 
— —I1I+— cot—> 
n 2 2 


équation qui donnait la valeur de r’ en fonction de n. Cette équation 
peut s’écrire sous une autre forme plus commode pour le calcul 


| D' A 
n—-n—n—cot—> 
2 2 
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ou, à moins d’un millième près, 


/ 
n'—n—— cot—: 
2 2 


Si le prisme vide donne, à la même température et à la même pres- 
sion, une déviation égale à D, on a finalement 


Dulong (‘) a repris ces expériences pour comparer les réfractions des 
différents gaz. La préparation et la purification des gaz étaient une opé- 
ration tres-difficile à l'époque des recherches de Biot et Arago, et les 
progrès de la Chimie permettaient à Dulong d'espérer qu’il obtiendrait 
des résultats plus exacts que ses prédécesseurs. Son appareil se com- 
posait d’un prisme, comme celui de Borda, en communication avec un 
baromètre. Pour les gaz plus réfringents que l’air, on commence par 
viser une mire au travers du prisme plein d’air à la pression extérieure, 
puis on le remplit d’un gaz dont on diminue la pression progressive- 
ment jusqu’à ce que la mire apparaisse au même point, et l’on note la 
pression du gaz. S'il s’agit, au contraire, d’un gaz moins réfringent, on 
commence par en remplir le prisme à la pression barométrique et l’on 
vise la mire, puis on le remplit d’air dont on diminue la pression jus- 
qu’à ce que la visée n'ait pas changé. L'indice de réfraction du gaz n 
est alors le même que celui de l’air 2. 

En désignant par H la pression relative à l’air, par H’ la pression 
relative au gaz, la température ¢ étant la même dans les deux cas, on a 


ny— 1 (mn —1) (1+ at) Re, 


"6 


n—i={(n—1){i+ 2t) Tr: 


on en déduit 


équation qui donne z,. 


m 








RE Re m © Me amd RE i ie et © © me RS a ne nn e 


(') Aunales de Chimie et de Physique, 2° série, t. XXXI, p. 154 (1826). 


16 MASCART. 


Dulong a obtenu ainsi des nombres un peu différents de ceux de 
Biot et Arago. Il a vérifié que la puissance réfractive d’un mélange est 
égale à la somme des puissances réfractives des gaz mélangés, et que 
cette loi n’a plus lieu pour les gaz combinés. On peut, comme nous 
l'avons vu plus haut, en dire autant des excès de réfraction. 

Au point de vue de la précision, ces expériences n’ont guère ajouté 
à celles de Biot et Arago. On y éprouvait, en effet, les mêmes difficultés 
pour déterminer ou pour maintenir constante la température du gaz, 
qui est un élément important dans ces sortes de phénomènes, et le 
mode de visée n’était pas sensiblement amélioré. Dulong dit bien que 
l’on pourrait rendre les erreurs inférieures 4 5,55, parce que les pres- 
sions sont évaluées facilement à moins de 4 millimètre, mais il faudrait 
pour cela que la précision du pointé fût de même ordre, ce qui est 
loin d’avoir lieu. En fait, les dimensions du tube de Borda et du tube 
de Dulong et, par suite, les objectifs des lunettes d’observation, étaient 
trop petits pour qu’il fût possible d’éviter des erreurs de plusieurs 
secondes dans le pointé. Enfin Dulong n’a pas rapporté non plus ses 
observations isolées, ni indiqué avec assez de détails les précautions 
qu'il a prises, soit pour obtenir des gaz purs, soit pour faire les 
corrections que les impuretés inévitables devaient entrainer. 

Arago (') a proposé le premier l'emploi des phénomènes d’inter- 
lérence pour déterminer la réfraction des gaz. Il a même fait des expé- 
riences avec Petit en se servant de deux tubes renfermant le même gaz 
à des pressions différentes et en évaluant par un compensateur de Fres- 
nel la différence de marche de deux rayons lumineux qui les traver- 
saient séparément.:Ces physiciens disent avoir constaté la dispersion 
des gaz et déterminé par le même moyen des indices de réfraction de 
liquides, mais sans rapporter aucun résultat numérique. 

Toutefois, Arago (?) a déterminé plus tard le pouvoir dispersif de 
l'air en l'achromatisant par un prisme de crown, et il a trouvé que le 
rapport du pouvoir dispersif de l’air à celui du crown est d'environ 42. 

Dans les expériences primitives de Biot et Arago, on n'avait aperçu 
aucune différence entre la réfraction de l’air sec et celle de l’air plus 


(') Annales de Chimie et de Physique, a* série, t. I, p. 1 (18a1). 
(7) Mémoires scientifiques, t. Il, p. 739. 
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ou moins humide à la même pression; on avait conclu de là que l’in- 
dice de réfraction de la vapeur d’eau est le même que celui de l’air, ou 
du moins qu'il en diffère si peu, qu’il n’y a nul compte à tenir de la 
différence dans les observations astronomiques. 

M. Fizeau, en 1852 ('), a pu, avec l'appareil interférentiel d’Arago, 
constater l’inégale réfraction de l’air sec et de l’air humide. 

L'appareil se composait d’un tube de 10 mètres de longueur, traversé 
par un des rayons interférents, l’autre passant dans l’air extérieur. On 
introduisait successivement dans le tube de l’air sec, puis de l’air que 
l’on avait saturé d'humidité en le faisant passer au travers d’éponges 
mouillées. On observait les franges d’interférence produites par les 
deux faisceaux qui, émanant d’une fente, traversaient ensuite deux 
fentes d’Young, puis un compensateur d’Arago. 

La substitution du gaz humide au gaz sec donnait lieu à un dépla- 
cement de franges que l’on annulait au moyen du compensateur. La 
différence de marche due au compensateur a pour expression 


A = 2e(mcosr— cos!) — 2em, 


m désignant l’indice de réfraction des lames, e leur épaisseur, ? l'angle 
d'incidence ou l’inclinaison, et r l’angle de réfraction correspondant. 
L’épaisseur e a été déterminée directement au sphéromètre et trouvée 
égale à 2,485; l'indice m, mesuré par le déplacement des divisions 
d’une règle, fut trouvé égal à 1,54. 

En appelant 7 et n’ les indices de réfraction de l’air sec et de l’air 
humide qu'on lui substitue, L la longueur des tubes, À la longueur 
d'onde de la lumière blanche, laquelle a été prise égale à o™™, 000589, 
et f le nombre de franges auquel correspond cette différence de marche 
géométrique, on a 

A=fih=in—n’')L. 


En opérant à des températures différentes, on a trouvé 


RE oo a En EEE 


(') Mémoires scientifiques d’ Arago, t. Il, p. 724. 
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aux températures correspondantes, on trouve qu’il y a proportionnalité 
entre les valeurs de m et les poids spécifiques de la vapeur d’eau. Il en 
résulte que la diminution de l’indice de réfraction de l’air, due à la 
présence de la vapeur d’eau, est proportionnelle au poids spécifique de 
celte vapeur, et, par suite, que l’excés de l’indice de réfraction de la 
vapeur d’eau sur l’unité est aussi proportionnel au poids spécifique de 
la vapeur. 

On peut enfin déduire de là, par une série de calculs faciles et en 
adoptant pour l’air le nombre de Biot et Arago, les indices de réfrac- 
tion de l'air saturé d'humidité à différentes températures. 


Air sec. Air humide. 
Températures. 1000(” —1) 1000(n’— 1) 
0° 0,2945 0,2943 
5 0,2892 0,2889 
20 0,2792 0,2786 
100 0,2155 0,1877 


Du nombre relatif à la température de 100 degrés et qui correspon- 
drait à la vapeur d’eau pure, on déduit pour l'indice 2, de cette vapeur 
qui correspondrait à la température de zéro et à la pression de 760 mil- 
_ limètres, si l'expérience était possible dans ces conditions, 

1000(7, — 1) = 0,1877 ( + 3) = 0,257. 

On peut encore présenter ces résultats sous une autre forme. Comme 
l'humidité diminue la réfraction, elle produit le même effet qu'une 
élévation de température convenable. Ainsi à zéro, la présence de la 
vapeur d’eau dans l’air produit un effet moindre qu’une élévation de 
température de 0°, 2; l'influence sera plus grande pour d’autres tem- 
pératures, comme l'indique le tableau suivant : 


A Due ccccecccececccceuceecececences 0,2 
À Ds ss ess ossesossonsousesee 0,5 
À \ os svsssessssnocessrees 1,0 
ÀAG30............oesroceee PRE 1,6 
A 35.........,........ sos .. 2,3 


Ces nombres montrent bien que la présence de la vapeur d’eau ne 
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modifie pas les propriétés de l’air d’une quantité qui soit appréciable 
pour le cas de la réfraction atmosphérique. 

M. Jamin (‘) a employé aussi la méthode des interférences pour 
déterminer directement la réfraction de l'air. Son appareil se com- 
posait de deux tubes de 1 mètre de longueur pleins de gaz sec, tra- 
versés par deux faisceaux lumineux issus d’une même fente et qui 
interféraient après s'être réfléchis sur les deux miroirs de Fresnel. 
Quand la pression change dans l’un des tubes, il en résulte entre les 
deux faisceaux une différence de marche que l’on mesure à l’aide d’un 
compensateur analogue à celui de Fresnel; pour plus de précision, 
M. Jamin observait avec un verre rouge. 

Soient H et H’ les pressions dans les deux tubes, 7 et n’ les indices 
de réfraction correspondants, A la différence de marche et L la lon- 
gueur des tubes; on a 

(n—n')L=A. 


La loi des réfractions donne 





On en déduit 


n—ı n—n 


CH EH 
Remplaçons dans cette équation rn — n’ par sa valeur tirée de l’ex- 
périence, et n — 1 par son expression en fonction de l'indice de ré- 
fraction à zéro, il vient 
Ne —I __ A 
760(1+ at) L(H—H') 
et par suite 
n 14 7001 at} 
<TH 


En opérant ainsi, M. Jamin a trouvé : 


0 
Pour une 1" série à 20,0..............., A, = 0,297 
Pour une 2° série à 22,2......,...,..... A, = 0,291 
Pour une 3° série à 23,2................ A, = 0,294 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XLIX, p. 282. 
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La moyenne de ces expériences donne 0,294, c’est-à-dire sensible- 
ment le nombre de Biot et Arago. 

M. Jamin a déterminé les indices de réfraction de quelques gaz par 
le même moyen et trouvé des nombres peu différents de ceux de ses 
prédécesseurs. 


Voici, d’ailleurs, le tableau des résultats obtenus pour les principaux 
gaz par ces différents physiciens : 





1000(7,— 1). 

Gaz. Riot et Arago. Dulong. Jamin. Arago. 
|. | ER 0,2945 0,294 
Oxygène...................,... 0,280 0,272 0,275 
AZOLE ......................... 0,295 0,300 
Hydrogène.....,............... 0,142 0,138 0,143 
Protoxyde d’azote.............,.. 0,503 0,507 
Bioxyde d'azote.............,.,... 0,303 
Acide carbonique............... 0,449 0,449 0,450 
Oxyde de carbone............... 0,340 0,365 
Cyanogène.............. core 0,834 0,825 
Chlore.................,...,... 0,772 
Ammoniaque................... 0,381 0,385 
Acide chlorbhydrique............. v, 439 0,449 


Les nombres attribués & Arago sont déduits des moyennes des expé- 
riences qui ont été rapportées dans le tome II, p. 711, de ses Mémoires 
scientifiques. 

Les résultats obtenus par M. Jamin présentent encore entre eux des 
différences qui dépassent =, et M. Jamin ajoute d’ailleurs : « Si la 
mesure de l'indice des gaz par les interférences ne le cède pas en 
exactitude aux méthodes déjà employées, elle ne peut certainement 
être vantée comme étant plus précise. » On voit aisément qu'un chan- 
gement de pression de 1 millimètre produit un déplacement d’en- 
viron 0,6 de frange. « Or, à cause des difficultés de toute nature que 
l’on rencontre dans ces recherches, à cause surtout de la trépidation 
des franges, on peut à peine mesurer le déplacement à 4 frange pres. » 
J'espère montrer plus loin que ces difficultés ne sont pas insurmon- 
tables, et que la méthode des interférences présente, au contraire, 
des avantages marqués sur la mesure des déviations par un prisme. 

M. Jamin a employé une méthode un peu différente pour déterminer 
l'indice de réfraction de la vapeur d’eau et le changement qu’&prouve 
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la réfraction de l’eau par la compression+Il a eu recours aux franges 
des lames épaisses, c’est-à-dire à l’interference de deux faisceaux qui 
se sont réfléchis convenablement sur les deux faces des deux lames de 
verre à faces parallèles. Deux tubes, de 4 mètres de longueur, tra- 
versés par les faisceaux interférents, étaient parcourus, l’un par un 
courant d’air sec, l’autre par un courant d’air qui avait emprunté de 
l'humidité à une solution titrée d’acide sulfurique. Les choses étant 
ainsi disposées, on amenait la frange centrale en un certain point, à 
l’aide d’un compensateur, puis on intervertissait les courants de gaz 
et l’on tournait de nouveau le compensateur pour ramener les franges 
au même point. Le compensateur ayant été gradué expérimentalement, 
on savait ainsi le nombre de franges auquel correspondait le change- 
ment d'indice de réfraction de l'air, produit par la vapeur d’eau dont 
on connaissait en même temps la force élastique. On peut déduire de 
la la valeur de l'indice n,, qui correspondrait à la vapeur d’eau à zéro 
et à la pression de 760 millimètres; M. Jamin a trouvé ainsi 


1000(n,— 1) = 0,261. 


Ce nombre s’accorde, autant qu’on peut l’esperer, avec celui qui résulte 
des expériences de M. Fizeau. 

On peut d’ailleurs calculer théoriquement la réfraction de la vapeur 
d’eau de diverses manières, soit en la déduisant de la réfraction de 
l’eau par la loi des puissances réfractives ou par les excès de réfrac- 
tion, soit en considérant la vapeur comme un mélange d'hydrogène et 
d'oxygène condensés. On obtient ainsi : 


Par les puissances réfractives......... 1000(”,—1) = 0,312 
Par les excès de réfraction ...... esse. 1000(2,— 1) = 0,268 
Par le mélange d’H et d'O........... 1000 (7, — 1) = 0,274 


On voit que la loi des puissances réfractives ne convient pas, comme 
Arago l'avait annoncé, mais les résultats des deux autres calculs dif- 
ferent assez peu de l’expérience, et les mesures directes n'ont pas été 
effectuées encore avec assez de précision, pour qu'on en puisse tirer 
aucune conclusion définitive. 

Je citerai encore les expériences de M. Le Roux sur la réfraction de 
certaines vapeurs, celles du soufre, du phosphore, de l’arsenic et du 
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mercure; M. Le Roux a employé la méthode de Biot et Arago, mais se, 
recherches n’ont qu’un rapport éloigné avec le sujet que je me pro- 
pose de traiter. 

Dans ces dernières années, M. Ketteler (') a cherché à déterminer 
la dispersion de l'air. Son appareil est identique à celui de M. Jamin, 
et les tubes à gaz communiquaient avec un manomètre pouvant aller 
jusqu’à 4 atmosphères. Il se servait de trois sources monochroma- 
tiques, des flammes colorées par du lithium, du sodium et du thal- 
lium, dont il avait déterminé les longueurs d'onde par la méthode 
des anneaux de Newton. L'expérience était dirigée de la manière sui- 
vante. Les deux tubes étant remplis de gaz à la même pression, on 
éclairait l’appareil avec deux sources de lumière, jaune et rouge par 
exemple, et l’on obtenait deux systèmes de franges d’interférence avec 
mème frange centrale; on faisait alors varier la pression d’une manière 
continue dans l’un des deux tubes : les franges se déplaçaient dans un 
certain sens et l’on comptait le nombre de bandes nécessaires pour ré- 
tablir au même point une nouvelle coincidence entre les franges des 
deux systèmes. M. Ketteler a trouvé que 7 franges de la lumière rouge 
du lithium équivalent dans l’air à 8 franges de la lumière jaune de la 
soude, et 19 franges de celle-ci à 21 du vert de thallium. L'expérience 
a été poussée jusqu’à 2 4 atmosphères et les nombres observés ont 
toujours donné ces rapports simples d’une manière absolue. 

M. Ketteler déduit de là les changements d'indices de réfraction par 
une série de calculs un peu longs, que l’on peut réduire aux termes 
suivants. . 

Soient 2,, 7, les indices de l’air pour les deux longueurs d’onde À,, A, 
et à la pression H de l’un des tubes; 7,7, les indices à la pression H’ de 
l’autre tube. En désignant par L la longueur des tubes, la différence 
de marche étant de /, longueurs d’onde pour la première source et 
de /, pour la deuxième, on a 


(n,—n)L=fÀ, 
(n,—nm)L=jf;, 


(') Pogg. Annalen, t. CXXIV, p. 390 (1865). 
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d’où l’on déduit 
nv —n _n,—ı 


fh ~ fads 
On a d’ailleurs, comme nous l’avons vu plus haut, 


n—-ı n—ı Ru 


HH W-H 





On peut donc écrire aussi, en remplaçant les differences n°, — n, 
et n, — n, par les quantités n,—1 et na— ı qui leur sont propor- 


tionnelles, 
= — I — M — 1 


PR 








L’expérience donnant le rapport fi par les coincidences, et les lon- 


fi 


gueurs d’onde À, et A, étant connues, on en déduit l’un des indices de 
réfraction en fonction de l’autre. 

En adoptant pour la raie D le nombre 0,2947 et en corrigeant les 
résultats de M. Ketteler d’une petite erreur commise sur la longueur 
d'onde du thallium, on obtient pour les trois raies considérées les va- 


leurs suivantes : 


Lithium (raie rouge).............. 0,29367 
Sodium (D}).................,.,., 0,29470 
Thallium (raie verte).............. 0,29572 


M. Ketteler a déduit de là, par une formule de dispersion, l'indice 
de réfraction de l’air pour toutes les raies du spectre ; il résulte de 
ses nombres que la dispersion pour les raies A et H est de <=. La dis- 
persion du crown pour les mêmes raies étant ;; environ, le rapport 
des deux dispersions est $5 = &=+?, nombre notablement plus faible 
que celui qu’avait donné Arago. 

Enfin je citerai, pour mémoire seulement, un travail de M. Croulle- 
bois (‘) sur la réfraction et la dispersion des gaz et des vapeurs. La 
méthode employée est celle des demi-lentilles de M. Billet, avec l’aide 
du compensateur à lames prismatiques, imaginé aussi par M. Billet. 


Sa mn © ve ee 


(') Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XX, p. 136 (1870). 
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Les nombres renfermés dans ce Mémoire sont trop discordants entre 
eux et trop éloignés de la vérité pour qu’il me paraisse utile de les 
discuter. | 


II. — PROCÉDÉS D'OBSERVATION. 


Il résulte de tous ces travaux que l’exces de l'indice de réfraction 
d’un gaz sur l’unité, du moins dans les limites de précision des expé- 
riences, est proportionnel à la pression et en raison inverse du binôme 
de dilatation. Comme cette loi est analogue à celles de Mariotte et de 
Gay-Lussac, il y a lieu de chercher jusqu’à quel point elle est exacte, 
et, dans le cas où son exactitude serait mise en défaut, si on ne réta- 
blirait pas l’accord en remplaçant la pression par une quantité pro- 
portionnelle au poids spécifique réel du gaz, déduit de la loi de com- 
pressibilité qui lui est propre. Il faut voir encore si la correction de 
température qui entre dans la formule doit étre faite avec le coefficient 
de dilatation ordinaire; enfin les nombres relatifs aux différents 
gaz, tant pour la réfraction que pour la dispersion, ont besoin d’être 
déterminés avec une approximation plus grande qu’ils ne paraissent 
l'avoir été jusqu’à présent. 

J'ai employé d’abord la méthode de Borda en y introduisant quelques 
perfectionnements. La réfraction d’un rayon lumineux Atravers un 
prisme creux, dans lequel on a fait le vide, atteignant à peine 6 mi- 
nutes, il faut que l'erreur expérimentale soit inférieure à 1 seconde, si 
l'on veut connaître la réfraction à 4, près, c’est-à-dire si l’on veut 
obtenir trois chiffres significatifs exacts dans la partie décimale de 
l'indice de réfraction. Cette condition n’était certainement pas réalisée 
dans l'appareil de Biot et Arago, ni dans celui de Dulong. L'appareil 
dont je me suis servi est un tube de métal à section rectangulaire, dont 
les côtés ont, l’un 6 centimètres, et l’autre 8 centimètres; ce tube est 
fermé par deux glaces, formant entre elles un angle de 132°27’. Le 
point de visée était la fente d’un collimateur que l’on observait avec 
une lunette à micromètre. Les objectifs du collimateur et de la lunette 
avaient 55 millimètres de diamètre; ils pouvaient donc dédoubler un 
angle de 3 secondes et l'on pouvait espérer que le pointé se ferait a 
moins d’une seconde. J'ai essayé d'améliorer les mesures, soit en mul- 
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tipliant la déviation par plusieurs passages de la lumière à travers le 
même prisme, soit en observant l’image de la fente avec un microscope 
a micromètre au lieu de l’examiner avec un oculaire simple; mais on 
perd rapidement, par le trouble des images, les avantages que semblent 
promettre ces moyens d'amplification. 

L'emploi d’un cercle divisé n’est pas même utile pour la mesure 
d’angles aussi faibles; il suffit de déterminer la valeur angulaire des 
divisions du tambour micrométrique. L'appareil est ainsi plus simple, 
sans aucun préjudice pour la précision. 

Le prisme à gaz était en relation permanente avec un manometre à 
mercure à deux branches, et, par une disposition de tubes et de robinets 
qu’il n’est pas utile de décrire, on pouvait isoler ce prisme ou le mettre 
en communication, soit avec l'atmosphère, soit avec une machine 
pneumatique, soit avec un réservoir ou une pompe foulante, pour v 
introduire le gaz sur lequel on voulait expérimenter. 

La fente du collimateur était éclairée, soit par une lampe ordinaire, 
soit par une source de lumière monochromatique. A l’aide de l’ocu- 
laire à micromètre, on pointait l’image de cette fente et l’on notait la 
pression correspondante : on avait ainsi le changement de déviation 
produit par un changement connu de la pression, ce qui suffisait pour 
déterminer l'indice de réfraction. Comme les variations de température 
ont une influence considérable sur la réfraction des gaz, il faut avoir 
soin, dans ces sortes d'expériences, de déterminer la température avec 
une grande exactitude. Le prisme était entouré autant que possible 
d’une longue caisse en bois, remplie de coton, dans laquelle plongeaient 
les réservoirs de quatre thermomètres. On ne peut considérer ces ther- 
momètres comme donnant la température des gaz, que si l'on a soin 
d'attendre, avant de faire les pointés, que le gaz échauffé ou refroidi par 
le jeu des pompes ait eu le temps de prendre la température de son 
enveloppe. 

Avec toutes ces précautions on peut obtenir des mesures tres-exactes, 
et les différents nombres relatifs à une même série d'expériences pré- 
seatent une concordance remarquable ; néanmoins, je ne rapporterai 
pas les résultats que j’ai obtenus par cette méthode, parce que j’y ai 
rencontré des difficultés particulières et que je n’ai pas tarde à l’aban- 
donner pour différents motifs. 
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Les lames de verre servant à fermer le prisme avaient de trop grandes 
dimensions pour supporter sans danger des pressions de 5 ou 6 atmo- 
sphères auxquelles je voulais soumettre les gaz; ces lames n'étaient 
pas parfaitement planes, de sorte que l’interposition du prisme donnait 
lieu à un petit changement de mise au point dans la lunette. Quand 
on employait la lumière blanche, l’image de la fente était un peu irisée 
par l’interposition du prisme rempli d’air à la pression atmosphérique. 
Un changement de pression modifiait bien l’aspect de l’image, d'une 
manière assez sensible pour qu’il fût possible de constater la disper- 
sion des gaz, mais sans permettre de la mesurer avec sécurité, et c’est 
là un des éléments que je m'étais proposé d'étudier. Enfin je n'étais 
pas suffisamment assuré que la température des gaz fat indiquée par 
les thermomètres extérieurs au prisme, à cause des grandes dimensions 
de cet instrument. 

J'ai donc interrompu mes recherches dans cette voie et je suis revenu 
au phénomène des interférences. Je n’insisterai pas sur les raisons qui 
m'ont décidé à ne pas avoir recours aux appareils généralement em- 
ployés, tels que les franges d’Young, les miroirs de Fresnel, les demi- 
lentilles de M. Billet ou les lames de M. Jamin; on verra, par la 
suite, les avantages que me paraît offrir un phénomène trop peu connu, 
qui a été découvert par Talbot (‘). Ce phénomène consiste en une série 
de bandes alternativement brillantes et obscures, qui se manifestent 
dans un spectre lumineux, lorsqu'on introduit un retard sur l'une des 
moitiés du faisceau qui sert à le former. On peut produire ce retard à 
l’aide d’une mince lame de verre ou de mica. Si l’on emploie un spec- 
troscope ordinaire, on placera cette lame, soit à la suite du collima- 
teur, soit entre le prisme et la lunette, soit mème derrière la lunette, 
entre l’oculaire et l'œil de l'observateur, de manière à couvrir la 
moitié de la pupille; si l’on produit la dispersion par un prisme à 
liquide, on peut encore introduire une lame dans le liquide que ren- 
ferme le prisme. Pour apercevoir des franges, il faut enfin tenir compte 
d’une circonstance remarquable signalée pour la première fois par 
Brewster (?), c'est qu'avec un prisme de verre le bord de la lame re- 


nun ann mr 





(') Philosophical Magazine, t. X, p. 364 (1837). 
(?) Report of the British Association, part. I, p. 12 (1837). 
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tardatrice doit être parallèle à l’arête réfringente et intercepter la moi- 
tié du faisceau qui traverse le prisme dans le voisinage de l'arête. Plus 
généralement, la moitié du faisceau qui éprouve le plus grand retard 
doit traverser le prisme du côté opposé à celui vers lequel a lieu la dé- 
viation. Ainsi, quand on produit ces bandes par l’interposition d’une 
lame dans un prisme à liquide, cette lame devra être placée dans le voi- 
sinage de l’aröte, si elle est plus réfringente que le liquide, et plus pres 
de sa base, au contraire, si elle est moins réfringente que le liquide. 

Les bandes ont leur maximum d'éclat quand le spectre est pur et au 
point, mais on les aperçoit encore de part et d’autre de celte position. 
M. Airy ('), qui a donné une théorie complète de ce phénomène, l'a 
expliqué, dans le cas général, par des calculs compliqués qui ont sans 
doute rebuté beaucoup de lecteurs. Les apparences qui se manifestent 
en dehors du foyer ne présentent aucune utilité pratique, et il suffit de 
s’en tenir au cas le plus simple, qui est le suivant : 

La lumière qui tombe sur le prisme est supposée formée de rayons 
parallèles ; elle provient, par exemple, d’une fente située au foyer prin- 
cipal d’une lentille sans aberration. A la sortie du prisme, les rayons 
tombent sur un objectif, dans le plan focal principal duquel ils pro- 
duisent un spectre pur. Il est à peine nécessaire d’ajouter que le calcul 
conviendra aussi bien au cas où les rayons incidents ne sont plus paral- 
leles, à condition que l’on observe au foyer conjugué de la fente. 

Supposons d’abord qu’une ouverture soit ménagée dans un écran, 
qu’on y fasse tomber une série d’ondes planes parallèles à l'écran, et 
qu’on place une lentille convergente sur le trajet des rayons transmis. 
Pour déterminer l'état vibratoire produit en un point P du plan focal 
principal de la lentille, il suffit, comme on sait, de joindre ce point P 
au centre optique et de calculer la résultante des vibrations envoyées 
par tous les éléments de l’ouverture, parallèlement à cette direction, sur 
un plan qui lui est perpendiculaire. Si l'ouverture est un rectangle 
dont la longueur est très-grande par rapport à sa largeur, le phénomène 
est formé d’une série de bandes parallèles à la plus grande dimension 
de l'ouverture, et il suffit de considérer ce qui a lieu dans.uo plan per- 
pendiculaire à cette direction. Enfin les apparences ne sont pas modi- 


(') Philosophical Transuctions, 1840, part. II, p. 225, et 1841, p. 1. 
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fiées et l’éclat est plus grand si les ondes lumineuses, au lieu d’emaner 
d’un point tres-eloigne ou placé au foyer principal du collimateur, pro- 
viennent d’une fente étroite parallele à la longueur de l'ouverture. 
Prenons donc pour plan de figure un plan mené par le point P per- 
pendiculairement aux bords de l'ouverture et à la fente qui sert de 
source. Soient AB (Pl. I, fig. 1) la section de cette ouverture, 6 l'angle 
que fait avec la normale AN à l’écran la direction AX suivant laquelle 
on veut déterminer la diffraction, et Q un plan perpendiculaire à 
cette direction. Désignons par T la période de vibration et par À la 


longueur d’onde de la lumiere considérée. 


Si l’on représente par « — u la phase de la vibration envoyée au 
plan Q à l'époque ¢, dans la direction considérée, par le bord A de l’ou- 
verture, cette vibration, évaluée parallèlement à un axe quelconque, 


. art 
sera proporlionnelle à cos (« — ar): 
La phase de la vibration due à un point M de l'ouverture, situé à une 
distance x du point A, est 


art AC art x sin 6 
=a— > an: 
I A 
La vibration envoyée par un élément dx est donc une expression de la 
forme | 





a CO | — 2 _ an 25106 dx 
Si Toy TS À , 
et la vibration résultante due à l’ouverture entière est, en appelant / 
la largeur de cette ouverture, 


f | t x sing: 
a cos a—ang— an) de 











Lo | À 
ak rl sin6 osla— 2710 l'sin 0 
sind A (« ’T sary | }: 


Telle est l’expression bien connue de la diffraction par une fente. On 
voit d’abord que la phase de la vibration résultante est la même que 
celle qui provient du milieu O de l’ouverture. L’amplitude de la vibra- 
tion est proportionnelle au facteur 
À , rlsind 
rsin0 À 
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En désignant par m un nombre entier quelconque différent de zéro, 
ce facteur devient nul pour toutes les directions données par la con- 
dition 

lsin 0 


x =m ou sensiblement @=m 1. 





On aura done, dans le plan focal principal d’une lentille située derrière 
l'ouverture, une frange centrale brillante dont l’ouvertureangulaire, vue 


du centre optique, sera égale à 2? et des franges latérales séparées par 


e. N . ‘ , ry A 
des minima nuls à des distances successives égales à 7 


L’intensite est proportionnelle au carré de l’amplitude; elle est donc 
représentée par 
rlsind\ > 


l=a À in 2/50 _ 2! À 
EH x sin§ 1 rl sin 


À / 





Considérons maintenant deux ouvertures rectangulaires parallèles 
AB et A’B’ (Pl. I, fig. 2), de largeurs / et /, qui sont séparées par un 
intervalle opaque BA’ de largeur &, et supposons que le faisceau qui a 
traversé la deuxième fente A’B’ a subi en outre un retard A, dû, 
par exemple, à l’interposition d’une lame réfringente. 

Représentons par 9, pour simplifier l'écriture, la phase de la vibra- 
tion qui correspond au bord A de la première ouverture; la vibration 
résultante produite par les deux ouvertures, dans une direction qui fait 
l'angle 6 avec la normale à l'écran, a pour expression 


(7 + 6—A | 
ah x -lsin9 ( [sin _ nlsind | re sin >| 
sin cos par) +sin cos gar —— —— |: 


rsind! A 2 À À 











Posons 
rl sin 0 re sing 
= À 9 =) 





__rl'sing 27 À 


= + 5 
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cette expression devient 
N [siny cos (po — 47) +siny’ cos(o — 27 — 23 — 7” + 8)]. 
L'intensité est alors, d’après la règle connue, 


2 


+ [sin’y + sin?y’ + 2siny sin?” cos(y +23 +7’ —0)] 





= à (5) [sin?y + sin?y’ + 2sinysiny’ cos(y +7” +23 —0)]. 


Pour que les minima résultant de l’interférence des deux faisceaux 
puissent être nuls, il faut évidemment que les ouvertures soient égales ; 
c’est la une condition que l’on cherchera toujours à réaliser dans les 
expériences. Posons donc / = /, il vient 


l=edet Fl + cos (ay +28 —8)] = da ab SOY FE cos (7 + 2-5). 


L'expression de l'intensité se compose de deux facteurs, dont l’un 








sin mlsind\ ? 
sin y _ À 
LS rl sin 0 


À 


représente la diffraction due à chacune des ouvertures, et dont l'autre 


Ô l+e)sin0 — À 
cos? (7+ 2 — >) = cos’r (EX ¢) sin? — £ 
. 2 A 
donne aussi des minima nuls qui correspondent à la condition 
({+e)sin8— A 2m-+ı 
À 2 ? 
m étant un nombre entier quelconque. Comme les dévialions sont 
toujours tres-faibles, on voit que la distance angulaire des minima suc- 
| . . , N A | ; 
cessifs est ici constante et égale à ——- 
(+ e 


On peut donc se représenter le phénomène en imaginant que les 
bandes de diffraction produites par l’une des deux fentes sont inter- 
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rompues par une série de franges noires équidistantes, qui ne coinci- 
deront en général avec aucun des minima primitifs. 

Enfin, si l’intervalle opaque e est nul ou négligeable par rapport à 
la largeur des ouvertures, la distance des minima est la même pour les 
deux facteurs, et l’on a simplement, en remarquant que la lumière 
n'est sensible que pour des déviations tres-faibles, 





. lO 2 
. . sin —— 
— karl — 2) — ha A 18— A, 
I= fail F cos (r Ss) = 4er nl COST 5 
À 


Si l’on prend pour abscisses les valeurs de /6, on peut représenter 
par la courbe n° ı (Pl. J, fig. 3) les variations du premier facteur 


sin 7/2 , 
A 


mG 
x 

L’intensité est maximum à l’origine, qui correspond à la normale à 
l’ecran, et les minima nuls ont lieu pour des abscisses egales successi- 
vement à À, 2A, 34, .... 

M. Airy a calculé les Tables du produit des deux facteurs, pour un 
certain nombre de valeurs de la différence de marche A. Les courbes 
n® 2, 3, 4, 5, 6, 7 et 8 représentent la manière dont varie ce produit, 
c’est-à-dire la nature des apparences que l’on observe, quand on donne 


successivement à la différence de marche les valeurs o, à 22, 32, Ab, 


52 et À. Rien n’est changé au phénomène quand on ajoute à la diffé- 


rence de marche un nombre entier quelconque de longueurs d’onde. 
On voit qu’il se manifeste une sorte de glissement des franges vers 
celui des deux faisceaux qui est modifié, en même temps qu’une varia- 
tion des intensités, à mesure que la différence de marche augmente 
d’une manière continue. 

Les mêmes formules conviennent au cas où l’écran est un peu incliné 
sur la direction de la lumière incidente; il suffit alors de compter 
langle 6 à partir du prolongement des rayons incidents. 

Quand la lumière incidente n’est pas homogène, les minima de pre- 
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mier ordre, c’est-à-dire ceux qui correspondent au premier facteur ou a 
la courbe n° 1, sont sensiblement superposés pour toutes les couleurs ; 
mais les minima de second ordre (2° facteur) sont dans des positions 
particulières pour chaque valeur de la longueur d’onde, parce qu il 
n’est guere possible que le retard corresponde pour toutes les couleurs 
à un même nombre, entier ou fractionnaire, de longueurs d’onde. Tous 
ces minima de second ordre disparaîtront donc le plus souvent dans 
le phénomène général. 

Supposons, au contraire, que la lumière incidente soit formée d’une 
série de faisceaux cylindriques, dont l'inclinaison sur la normale à 
l'écran varie d’une manière continue en même temps que la longueur 
d’onde. Si la différence de marche a la même valeur absolue pour toutes 
les couleurs, elle correspondra à un nombre de longueurs d'onde crois- 
sant, à mesure qu’on ira du rouge au violet. Si, par exemple, cette 
différence de marche est due à l’interposition d'un milieu réfringent, 
elle ira en croissant en valeur absolue du rouge au violet, et, à plus 
forte raison, en valeur relative à la longueur d'onde. 

Il peut alors se présenter deux cas : 

1° Si le retard a lieu sur le faisceau de droite, comme nous l’avons 
supposé, et si, à mesure que la longueur d’onde diminue, les faisceaux 
incidents font avec la normale à l'écran, du côté des rayons transmis, 
un angle de plus en plus grand vers la droite, c’est-à-dire du côté vers 
lequel s'opère le glissement des franges d’interférences, on voit que 
le déplacement continu des franges dû à la différence de marche sera 
augmenté de la rotation progressive des différents faisceaux. La discor- 
dance des minima de second ordre sera augmentée et les minima de 
premier ordre eux-mêmes ne seront plus superposés. On n’apercevra 
donc qu'un éclairement continu, quel que soit le retard introduit et 
quelles que soient les dimensions des ouvertures. Cette condition est 
réalisée quand on fait tomber un faisceau de lumière sur un prisme dont 
l’arête réfringente est située à gauche de l’observateur, et qu'on établit 
un retard sur la moitié du faisceau située à droite. 

2° Mais, si les faisceaux incidents s’inclinent progressivement du côté 
opposé, les franges correspondant à des longueurs d’onde successi- 
vement décroissantes se déplaceront d'autant, en sens contraire de 
celui vers lequel elles avaient glissé par l’effet du retard, et il pourra 
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arriver, comme on le voit aisément sur la figure, que les minima des 
couleurs successives soient superposés. C’est le cas où, dans l'expérience 
du prisme, le retard est établi sur la moitié du faisceau située du côté de 
l’aréte réfringente. Il est facile d'établir la condition nécessaire pour 
qu'il y ait compensation complète entre ces déplacements en sens 
opposés, et superposition exacte des minima successifs des différentes 
couleurs. Si le retard augmente d'une longueur d’onde pendant que le 


° . . , 8 A 8 ° a bd 
faisceau incident tourne d'un angle égal à 7» c'est-à-dire à la distance 


de deux minima ou à la largeur d’une frange, le premier minimum 
de droite A, de la courbe n° 8 viendra se superposer au premier 
minimum de gauche A, de la courbe n° 2; comme les variations des 
retards et des déviations sont nécessairement proportionnelles dans 
une petite étendue du spectre, les minima successifs A,, Aj, Ay, As, ..., 
A, seront tous superposés, et l’on verra dans le spectre une frange ab- 
solument noire. Si l’on désigne par « la distance angulaire des franges, 
on doit donc avoir, pour que le phénomène soit pur, 


À 
a= 


l 


Le nombre des franges qui existent entre deux points du spectre 
est évidemment proportionnel à la différence de marche absolue A; la 
distance des franges est donc proportionnelle à la dispersion D et en 
raison inverse de la différence de marche, et l’on peut écrire, en appe- 
lant K une constante, 

(a) Ky = ou KD/= Aji. 

Si la dispersion est plus grande ou plus petite que celle qui satisfait 
à cette équation, l’inclinaison des faisceaux incidents varie plus vite ou 
moins vite que le glissement des franges; les minima ne sont plus nuls, 
et ils finissent mème par disparaître entièrement. On obtiendrait des 
apparences analogues en modifiant la largeur des ouvertures et la dif- 
férence de marche. 

En général, l'équation (1) n’est satisfaite d’une manière suffisante 
que pour des longueurs d’onde comprises entre des limites assez rap- 


prochées, de sorte que les bandes ne sont bien nettes que dans une 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome Vi. — Janvier 1877. 5 
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petite étendue du spectre; mais, si l’on a recours à des appareils très- 
dispersifs, et si l’on modifie la loi de dispersion en écartant de la posi- 
tion du minimum de déviation dans un sens convenable les prismes 
qui servent à la produire, on peut obtenir un phénomène très-pur 
dans une grande étendue du spectre. La différence de marche étant 
alors considérable, on peut la modifier beaucoup et faire passer en un 
point plusieurs centaines de franges, sans que les minima cessent d’être 
sensiblement nuls. 

S'il existe un nombre fde franges entre deux points du spectre dont 
les longueurs d’onde sont À, et A, et pour lesquels les retards géomé- 
triques sont A, et A,, on a, en désignant par p, l'ordre de la frange 
qui correspond à la plus grande des deux longueurs d’onde À,, 


A =pilsy A=(p+f)h; 


on en déduit 


Les applications de ce phénomène sont très-nombreuses. Si, par 
exemple, le retard est causé par une lame réfringente d'épaisseur e 
dont lesindices de réfraction relatifs aux mêmes longueurs d’onde sont 
n, et ng, On a aussi 


ce qui donne 





Si les deux faisceaux interférents traversent séparément deux mi- 
lieux différents de méme épaisseur, on aura de méme, en indiquant 
par des accents les indices relatifs au second milieu, 





Supposons enfin que l’on fasse varier d’une manière continue, de 
nan’ pour une longueur d’unde A, l'indice de réfraction du milieu tra- 
versé par l’un des faisceaux, le nombre des franges / qui passeront au 
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point correspondant du spectre, pendant cette modification, sera donné 
par l'équation 
fi = (n° — n\ é. 


Les franges marchent vers le rouge ou vers le violet, suivant que la 
différence de marche augmente ou diminue. C'est là le phénomène 
dont nous ferons le plus grand usage. 

Pour utiliser ces franges dans un appareil interférentiel, il faut pou- 
voir modifier à volonté la différence de marche, indépendamment des 
effets que l’on veut mesurer, afin de donner au phénomène son maxi- 
muni de netteté; il est nécessaire, en outre, d’écarter les deux fais- 
ceaux, afin de pouvoir les modifier séparément, et de les ramener en- 
suite au contact pour supprimer l'intervalle qui existe entre cux. Les 
bilames imaginées par M. Fizeau permettent de satisfaire à ces deux 
conditions d’une manière tres-simple. 

En principe, l'appareil qui m’a servi se compose d’un collimateur K 
(Pl. I, fig. 4) formé d’un objectif au foyer principal duquel se trouve 
une fente F éclairée par une source de lumière blanche. Les rayons qui 
sortent du collimateur tombent sur une bilame M formée par deux 
morceaux d’une lame de verre à faces parallèles collés à angle droit. 
Les deux moitiés du faisceau de lumière sont ainsi déplacées à droite 
et à gauche par la réfraction et cheminent parallèlement entre elles. 
Ces deux faisceaux peuvent alors être modifiés d’une manière quel- 
conque et traverser des milieux différents; ils rencontrent plus loin 
une deuxième bilame M’, dirigée en sens contraire, qui les ramène en 
contact. Une fente plus large L empiète également sur les deux fais- 
ceaux et constitue les deux ouvertures rectangulaires que nous avons 
considérées. Enfin les rayons sont reçus sur un système de prismes ré- 
fringents P, et l’on observe le phénomipe avec une lunette K’. 

Si l’on n’interpose aucun milieu parficulier sur le trajet de la lumière 
et si les faces de chacune des bilames sont également inclinées sur la 
direction des rayons, les faisceaux n’ont aucune différence de marche. 
Il suffit maintenant, à l’aide d’une vis micrométrique, de faire tourner 
l’uve des bilames autour d’un axe vertical et dans un sens convenable, 
pour introduire un retard croissant sur celui des deux faisceaux inter- 


férents qui est situé du côté de l’arête du prisme et produire dans le 
5. 
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spectre des bandes aussi larges ou aussi fines qu’on le veut. En don- 
nant alors à la fente L une ouverture convenable, on peut rendre les 
minima absolument obscurs. 


, » + e 9 . e A . 
J'ai vérifié d’abord, avec un appareil analogue, la relation «= ; qui 


doit exister entre la largeur des franges et celle de l'ouverture. On 
mesurait la distance angulaire des franges situées entre la raie D et la 
raie du thallium, et l’on déterminait par une vis micrométrique la lar- 
geur de la fente L, c’est-à-dire la valeur de 2/ qui donnait les minima 
les plus sombres. Voici quelques résultats : 


Distance Largeur 
de deux minima a. de la fente 2/. Produit /«. 

’ mm 

6,23 0,7 2,18 
3,45 1,25 2,15 
2,21 1,81 2,00 
1,56 2,00 1,56 
1,25 2,45 1,52 
0,93 3,50 1,62 


Moyenne... 1,84 


Comme la minute est égale à 0,0003 environ, le nombre 1,84 équi- 
vaut à o"%,000552, ce qui est sensiblement la valeur de la longueur 
d’onde pour cette région du spectre. On remarquera que l’on a tou- 
jours une tendance à rendre la fente trop large quand les bandes du 
spectre sont elles-mêmes très-écartées, et trop étroite, au contraire, 
quand elles sont plus resserrées; cette circonstance s'explique aisé- 
ment par ce que l’éclairement général est d'autant plus faible que la 
valeur de l'est plus petite. 

Pour étudier la réfraction des gaz, on place entre les deux bilames 
deux tubes de même longueur, fermés par des lames de verre. Suppo- 
sons qu’on observe une région du spectre où la longueur d’onde est ), 
que la masse de gaz renfermée dans l’un des tubes soit invariable, et 
que l’on compte le nombre / des franges qui passent en ce point pen- 
dant que la pression dans l’autre tube varie de H, à H,. Les indices de 
réfraction correspondants de ce gaz étant n, et n,, on aura 


(n, — 1) L= f?, 


équation dont on peut déduire les indices de réfraction. 
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En effet, si l’on admet la proportionnalité, au moins approximative, 
des réfractions aux pressions, on a 











nm —1 m—ı m—m 

H HH  H,-H, 
On en deduit 

n—m | 

H,—H, H-H, L 


ou bien, en désignant par P le changement de pression, 
Ri—1 f À fi 


CH H—i,L” PL 

Les quantités qu'il importe de déterminer le plus exactement sont le 
nombre des franges fet la différence de pression correspondante P. 
Avec un appareil de 2 mètres de longueur, comme celui qui a servi, 
une variation de pression de 1 millimètre donnait plus d’une frange ; 
si l’on voulait pointer le +4; de frange, il fallait donc mesurer la diffé- 
rence de pression à moins de -& de millimètre, ce qui est presque im- 
possible à réaliser avec une colonne de mercure de 6 à 7 mètres de 
longueur. | 

Pour éviter cette difficulté, on mettait les deux tubes à gaz en com- 
munication avec les branches d’un manomètre différentiel, et l’on me- 
surait la différence des pressions avant et après le passage des franges. 
Soient H, et H, les pressions initiales, H, et H, les pressions finales 
dans les deux tubes, n, et n',, n, et n, les indices de réfraction corres- 
pondants. Le changement qui s’est produit dans la différence de marche 
des deux faisceaux lumineux est 


(nm, —n.)L—(n, —-n,)L=[(a-n,)—-{(n—-n,)]L=fXx 
Si l’on admet la loi approchée, on a encore ; 


n—ı nn n,—n, (n—u)—- (mn —n),) 


H, = A, — H — H', — H, = (H, —H,) u (H,—H,) 





Le dénominateur de cette dernière fraction est le changement qui 
s’est produit dans la différence de pression des deux tubes. Désignons 
ce changement par P, il vient encore 
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Les différences H, — H, et H, — H, peuvent maintenant étre évaluées 
au cathétomètre avec toute la précision désirable. On a été ainsi con- 
duit à l’appareil représenté (Pl. I, fig. 5). 

1° Les tubes à gaz A et A’ sont en cuivre rouge, à section carrée, de 
2 mètres environ de longueur. Ils sont soudés l’un à l’autre dans toute 
leur longueur et fermés solidement à leurs extrémités par des plaques 
de verre. De petites lames de caoutchouc entre le verre et les faces ter- 
minales permettent d'obtenir une fermeture absolue. Le tout est place 
dans une grande enveloppe en métal, remplie d’eau que l’on peut agi- 
ter avec des palettes verticales auxquelles on imprime un mouvement 
alternatif à l’aide d’une roue à bielles. La température est donnée par 
plusieurs thermomètres T,, T,, T, et T,. Enfin les tubes à gaz portent 
chacun deux tubulures a et a,, a’ et a,, munies des robinets ret r,, 
retr,. 

2° Les tubulures a et a’ sont reliées séparément par des tubes de 
plomb avec les deux branches B et B’ d’un manomètre différentiel. 
Une branche latérale ouverte C sert à introduire le mercure, et sa com- 
munication avec le manomètre peut être interrompue à volonté. Un 
robinet r, permet encore de faire communiquer ou d'isoler l’une de 
l’autre les deux branches du manomètre différentiel. 

3° Un des tubes à gaz À communique en outre par un robinet à trois 
voies 7; avec un manomètre à air libre, dont la plus courte branche D 
est d’un gros diamètre et de 1", 20 de hauteur, et dont l’autre branche 
plus étroite E s’élève à 8 mètres environ. Le mercure est introduit 
dans ce manomètre, à l’aide d’une pompe Q, par un tube de fer muni 
d’un robinet à vis R. La troisième branche du robinet r, permet d’in- 
troduire ou de laisser échapper les gaz, dont l’écoulement est réglé par 
un robinet à vis R,. 

4° La partie optique comprend un collimateur K à fente verticale, à 
la suite duquel se trouve une bilame M montée sur un trépied qui per- 
met de rendre l’arête d’intersection exactement parallèle à la fente. Ce 
trépied, qui est représenté avec plus de détails fig. 6, porte en outre 
une vis de rappel par laquelle on peut faire tourner lentement la bi- 
lame autour d’un axe vertical. Une deuxième bilame M’ est disposée 
de la même manière à la suite des tubes à gaz. Le trépied de celle-ci 
est porté lui-même par une planchette à coulisse, qui permet de le faire 
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glisser horizontalement, de façon que les deux faisceaux lumineux, 
après l'avoir traversée, se trouvent exactement en contact. Il est bon 
que cette bilame soit un peu plus épaisse que la première, précisé- 
ment pour mieux assurer le rapprochement des faisceaux. 

Vient ensuite une fente L, que l’on peut agrandir ou diminuer par 
une vis micrométrique et déplacer latéralement. On modifie cette 
fente par tatonnements, de façon que les minima dans le spectre pa- 
raissent absolument noirs. Enfin, après cette fente, les rayons tombent 
sur plusieurs prismes réfringents P, P’, P”, et l’on observe le spectre 
avec une lunette K’ à réticule. 

La source de lumière est une lampe deDrummondS, placée en face du 
collimateur. Pour obtenir des points de repère dans le spectre, il suffit 
de mettre un instant devant la fente une flamme quelconque renfer- 
mant de la soude. On pointe une fois pour toutes le réticule sur la 
raie D, et l’on vérifie de temps en temps que la lunette ne s’est pas dé- 
placée. Si l’on veut avoir dans le spectre des traits de repère perma- 
uents, on dispose horizontalement, devant la fente du collimateur, 
deux fils de métal m et m’ en regard l’un de l’autre, et l’on fait passer 
entre eux une série d’étincelles d’induction. La présence de ces fils ne 
gene en rien le passage de la lumière de la lampe, et le spectre illu- 
miné dans toute son étendue est sillonné par les raies brillantes carac- 
téristiques des métaux qui servent d’électrodes. 

Pour introduire les gaz dans l'appareil à des pressions considérables, 
on employait le tube D du grand manomètre comme pompe foulante. 
On remplissait d’abord ce tube de gaz à la pression ordinaire, puis, 
tournant d’une manière convenable le robinet à trois voies r,, on re- 
foulait le gaz à l'aide de la pompe à mercure. 

Dans quelques expériences, en particulier celles qui avaient pour 
but de déterminer l'influence de la température, j’ai été obligé de re- 
noncer à ce grand appareil. Les dimensions sont telles, en effet, qu’il 
était impossible d’y maintenir constante la température du bain à 
quelques degrés seulement au-dessus de la température ambiante. 
D'ailleurs, une fois l'influence de la pression connue, il était inutile 
d'employer des tubes à gaz aussi longs, puisqu'il suffisait d'augmenter 
la variation de pression pour obtenir le déplacement de franges qui 
paraissait le mieux convenir aux observations. 
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J'ai donc fait construire un second appareil de dimensions beaucoup 
moindres. Les tubes à gaz A et A’ (Pl. I, fig. 7), aussi en cuivre et à sec- 
lion carrée, ont environ 25 centimètres de longueur, et sont terminés par 
des glaces bien travaillées. Ces tubes sont renfermés dans une premiere 
enceinte MN en cuivre, remplie d’eau. Une seconde enceinte M’N’, éga- 
lement pleine d’eau, entoure complétement la première, sauf dans le 
voisinage des glaces terminales où l’on a ménagé, en avant et en arrière, 
deux cheminées bouchées extérieurement par de nouvelles glaces. Des 
thermometres T, et T, donnent la température du premier bain, et 
d'autres thermomètres T, et T, celle du second bain; enfin des agi- 
tateurs convenablement disposés permettent d'obtenir de partet d’autre 
des températures sensiblement constantes. Si les températures des 
deux bains diffèrent très-peu, on peut considérer que la température 
du gaz est égale à celle du bain intérieur, et que la petite cause d’er- 
reur qui peut provenir des extrémités est absolument négligeable. 

Les autres parties de l'appareil sont les mêmes que dans le premier 
cas. La disposition optique n’a pas été modifiée. Les tubes à gaz por- 
tent deux tubulures a et a’ munies de robinets r et 7’, que l’on fait 
communiquer aux deux branches B et B’ (PL. J, fig. 5) du manometre 
différentiel. Pour l'étude des températures, le manometre latéral C don- 
nait des pressions suffisantes et l’on supprimait la communication des 
appareils avec le grand manometre DE. En manceuvrant d’une manière 
convenable le robinet r, pendant l'introduction du gaz, on peut faire 
en sorte que la pression soit très-inégale dans les deux tubes; on fait 
alorsun premier pointé, et l’on mesure la différence de niveau du mer- 
cure dans les deux branches du manomètre. On laisse écouler lente- 
ment du mercure par la branche latérale C, on compte toutes les franges 
qui passent sur le réticule de la lunette; puis on arrête l'écoulement et 
l'on mesure la nouvelle différence des niveaux quand le phénomène 
optique est devenu immobile. L'observation des thermomètres est faite 
avant et après l'expérience, et la température du gaz est donnée par 
la moyenne des quatre lectures relatives aux deux thermomètres inté- 
rieurs T, et T,. 

Comme on évaluait le + de frange, on voit que, pour obtenir le rap- 


port I à =; pres, il suffirait de compter cent franges. Il n’y a pas 
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d'avantage à en compter un tres-grand nombre, car l’attention ne tarde 
pas à se fatiguer quand on observe cette sorte de grillage se mouvant 
d'une manière régulière. Au bout de quelque temps, la vision se 
trouble, les franges paraissent s’agiter, et l’on peut aisément en laisser 
échapper quelques-unes. Je pouvais régulièrement et avec sécurité 
compter jusqu’à 300 franges lorsque le mouvement était assez lent 
pour qu’il en passat une ou deux seulement par seconde; l'expérience 
durait donc deux ou trois minutes. Un pareil déplacement de franges 
équivalait pour l’air à une difference de pression d’environ 25 centi- 
mètres avec le grand appareil, et à une différence de pression de 
2 mètres avec le plus petit. 

Pour avoir un degré d’approximation égal à celui que donnait l’ob- 
servation des franges, il fallait donc observer les hauteurs de mercure 
à de millimètre dans le premier cas, tandis que, dans le second, 
une erreur de À de millimètre était sans importance. 


III. — INFLUENCE DE LA PRESSION. 


Pour étudier l'influence de la pression, on évaluait à 1 centimètre 
près, par des divisions marquées sur la planchette du grand mano- 
mètre, la pression absolue H, de l’un des tubes A, on mesurait la diffé- 
rence H, — H, par le manometre différentiel, et l'on pointait la frange 
qui se trouvait sur la raie D. On faisait ensuite diminuer lentement la 
pression en laissant écouler, soit du gaz par le robinet à vis R,, soit du 
mercure par le robinet R. On notait le nombre des franges qui avaient 
passé pendant cette opération, et l’on mesurait de même la pression 
finale H, du premier tube et la nouvelle différence H, — H,, que je sup- 
poserai de sens contraire à la première. Le changement qui s’est pro- 
duit dans la différence de pression des deux tubes est 


P — (H, — H’,) + (H,— H.). 
On connait ainsi le rapport X entre les deux pressions H, et H,. 


Si les réfractions étaient proportionnelles aux pressions, ce rapport 
serait constant, et l’on aurait 
n—ı _ m-—1 _ fa. 
H HoH PL 
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L'expérience indique que cette condition n’est pas remplie. Le rap- 


port J est donc une fonction de la pression à laquelle on opère, et l’on 


peut rendre compte des observations d’une manière complète en admet- 
tant que ce rapport varie proportionnellement à la pression moyenne, 
ce qui donne 


f _ H+ Hh) 
(1) p= Alı+B- 5 
Si la pression H varie infiniment peu, le premier membre représente 
la dérivée du nombre des franges par rapport à la variation de pres- 
sion; on a done 


JS = À (1+ BH). 


D’autre part, la variation dr de l'indice de réfraction sera liée au 
déplacement des franges par la relation 


Ldn — Xdf, 


ce qui donne 
dn 


À 
=LAt+BH). 


Comme l'indice de réfraction est égal à l’unité lorsque la pression 
est nulle, il vient finalement | 
À H 
(2) n—1=7AH(1+B-). 
n—ı 
H 
J 


À . . H 
stante ; par la valeur du rapport = relatif à la pression moyenne —- 


Les différentes expériences d’une même série ne sont pas exactement 
à la même température, comme nous l’avons supposé, à cause des varia- 
tions continuelles de la température ambiante. Si ces variations sont 
tres-faibles, on peut admettre que l'indice de réfraction varie propor- 
tionnellement au poids spécifique du gaz, c’est-à-dire en raison inverse 
du binôme de dilatation. Pour un même changement de pression, les 
déplacements fet /’ des franges aux températures £ et €’, dans un tube 


En d’autres termes, le rapport est égal au produit de la con- 
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de longueur invariable, satisferaient à l’équation 


f__1+at 
fi’ ital’ 





dans laquelle « désigne le coefficient de dilatation du gaz. Onen déduit 


— pit al ’ 1 — fı (gr 
f=f That =f" [i +a(t’—tjj=f' +af'(’—%), 
approximation suffisante, si les températures ¢ et ¢’ different tres-peu. 
Comme de petites variations de température n'ont qu’une influence 
négligeable sur la dilatation du mercure et des règles de métal, on a, 


f 


en désignant par (5) le rapport que l’on aurait dû obtenir à la tempé- 
f 


rature ¢, par (5) celui quia été observé à la température ¢’, 


P 
Zoo 


Une table permet de faire tres-rapidement cette correction, parce que 


f 


' 
le facteur a (4) peut étre considéré comme constant dans le dernier 


terme. 

Enfin, pour n’avoir pas à tenir compte, dans la suite, de la dilatation 
du mercure qui sert de manomètre, de la règle de cathétomètre et des 
tubes à gaz, il est bon de ramener chaque expérience à ce qu’elle serait 
si le gaz seul était à la température ¢ et tout le reste à zéro. Si l’on ap- 
pelle L, la longueur des tubes à gaz à zéro et a leur coefficient de dila- 
tation, d le coefficient de dilatation du mercure, c celui de la règle, 


et J le nombre que l’on aurait obtenu si tous ces organes eussent été 
0 


à zéro, On a 
fr SX Hd 
P, L P L, (1+ at) (t+ ct) 


Le rapport J: est celui qu’il faudra faire intervenir dans les équa- 


tions (1) et (2) pour calculer l'indice de réfraction n à la température z. 
Représentons ce rapport par 9,, il vient 


_Sf_SF 1 + bt 
=p, Pp (1+ at) (1+ el) 
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A cause de la petitesse des coefficients, on peut écrire 


Une nouvelle table permet encore de faire rapidement la correction 
indiquée dans le dernier terme. 


AIR ATMOSPHÉRIQUE. 


Voici, comme exemples, trois séries d’expériences faites avec le 
grand appareil sur l’air atmosphérique. La pression est évaluée en mil- 
limètres pour le calcul de 9. 

Première série. — La température du gaz a varié de 22°,69 à 22°, 83. 
Les valeurs de + ont été ramenées à la température de 22 degrés. 


Pression moyenne H. Valeurs de 9,,.- 
m 
5,59 1,2135 
4,71 1,2123 
4,39 1,2100 
4,13 1,2112 
3,92 1,2109 


Deuxième série. — La température a varié de 22°, 23 à 22°, 32. 


Pression moyenne H. Valeurs de +... 

m 

5,77 1,2136 
5,54 1,2133 
5,28 1,2143 
5,05 1,2134 
4,17 1,2117 
3,94 1,2115 
2,74 1,2110 
2,38 1,2097 
1,90 1,2108 
1,72 1,2103 
1,55 1,2105 
1,27 1,2105 


1,00 1,2104 
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Troisième série. — La température a varié de 21°,37 à 21°,77. 


Pression moyenne H. Valeurs de ©... 
m 
6,05 1,2168 
5,72 1,2181 
5,43 1,2163 
5,16 1,2163 
4,21 1,2154 
3,98 1,2139 
3,77 1,2124 
2,51 1,2112 
„3,80 1,2102 
1,61 1,210! 
1,16 1,2086 
0,98 1,2071 
0,80 1,2067 
0,46 1,2094 
0,31 1,2077 


Malgré quelques irrégularités inévitables dans la marche des expé- 
riences, on voit que la valeur de » augmente d’une manière sensible 
avec la pression. 

En portant sur un papier quadrillé les nombres de la dernière série, 
qui est plus complète et plus régulière, on peut ensuite tracer une 
courbe qui représente le plus exactement possible toutes les expé- 
riences et déduire de cette courbe les nombres qui conviennent à un 
certain nombre de pressions variant d’une manière régulière. Cette 
courbe est très-sensiblement une ligne droite, ce qui démontre que les 
valeurs de 9, comme nous l’avons dit, varient proportionnellement à 
la pression moyenne. On peut donc écrire 


®— À (1 + BH). 


En déterminant les coefficients A et B par la méthode de Cauchy, 
qui fait intervenir toutes les expériences dans le calcul, on trouve 


9 = 1,2069 + 0,00175 H = 1, 2069 (1 + 0,00145H). 


La différence des nombres calculés par cette formule avec ceux que 
donne l’expérience n’atteint pas <>. 
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On trouve, en effet : 





Valeurs de 9 Difference 
Pression moyenne. observees. calculées. calc.-obs. 
0,31 1,2077 1,2072 — 5 
0,46 1,2094 1,2076 — 18 
0,80 1,2067 1,2084 + 17 
0,98 1,2071 1,2086 +15 
1,16 1,2086 1,2089 + 3 
1,61 1,2101 1,2096 — 5 
1,80 1,2102 1,2101 — I 
2,51 1,2112 1,2113 + 1 
3,77 1,2124 1,2134 + 10 
3,98 1,2139 1,2139 0 
4,21 1,2154 1,2143 — Il 
5,16 1,2163 1,2159 — 
5,43 1,2163 1,2164 + I 
5,72 1,2181 1,2167 — 14 
6,05 1,2168 1,2175 +7 
AZOTE. 


L’azote a été préparé par l’action du phosphore à chaud sur l’air, 
et le gaz résultant de cette opération a été introduit dans l’appareil 
en passant dans un tube de cuivre, rempli de limaille de cuivre et 
chauffé à une température voisine du rouge. En outre, on recueillait 
de temps en temps le gaz qui s’échappait de l'appareil à réfraction et 
l’on en faisait l'analyse. Quand l’expérience était bien conduite, il ne 
restait pas 1 pour 100 d'oxygène. Comme la réfraction de l'oxygène ne 
diffère pas de „; de celle de l’azote, l’erreur causée par cette petite 
trace de gaz étranger ne pouvait altérer de —{— la réfraction absolue 
et ne modifiait pas l'influence de la pression. Il n'y a donc pas lieu d’en 
tenir compte pour le moment. 

Pour la température moyenne de 21 degrés, les expériences peuvent 


être représentées par la formule 





On = 1,2297 + 0,0021 H = 1,2297 (1 + 0,00171 H). 


Voici la comparaison des nombres de l'expérience avec les résultats 
ainsi calculés : 


Pression moyenne. 


m 
3,01 
3,02 
2,98 
1,98 
1,26 
0,69 


0,40 
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Valeurs de 9 
observées. calculées. 
1,2356 1,2360 
1,2362 1,2360 
1,2363 1,2360 
1,2345 1,2344 
1,2340 1,2332 
1,2325 1,2323 
1 ,2305 1,2318 
OXYGÈNE. 
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Différence 


Oe, 


calc.-obs. 


4 
2 
3 
— 1 
8 
2 
3 


L’oxygene a été préparé par le chlorate de potasse, puis introduit à 
plusieurs reprises dans les tubes interférentiels, de maniére 4 éliminer 
autant que possible tous les gaz étrangers. L’analyse des gaz, faite sur 
différentes prises pendant la série des expériences, montra qu’il y restait 
encore de 4 à 5 pour roo d'azote. La correction n’est pas nécessaire si 
l’on veut évaluer seulement l’influence de la pression. 

Les phénomènes suivent exactement la même marche. A la tempé- 
rature de 13°,5, on peut les représenter par la formule 


o = 1,1537 + 0,00256 H = 1,1537 (1 + 0,00222 H), 


comme on le voit par la comparaison suivante des observations avec 


les résultats du calcul: 


Pression moyenne. 


m 
5,50 
5,20 
3,97 
3,68 
3,43 
3,21 
2,82 
2,51 
1,95 
1,76 


1,1549 


Valeurs de 9 

observées. calculées. 
1,1677 1,1673 
1,1676 1,1670 
1,1627 1,1639 
1,1613 1,1631 
1,1610 1,1625 
1,1606 1,1619 
1,1596 1,1609 
1,1595 1,1601 | 
1,1591 1,1587 
1,1589 1,1582 
1,1577 1,1569 
1,1557 1,1565 
1,1586 1,1560 
1,1569 1,1558 
1,1585 1,1555 


1,1550 
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L'action de l’oxygène sur le mercure ne présente ici aucun inconvé- 
nient, puisque les pressions interviennent seules dans les calculs. 


HYDROGENE. 


L’hydrogéne présente un intérêt particulier à cause de la manière dont 
il se comporte au point de vue de sa compressibilité. Le gaz était pré- 
paré par l’action de l’acide chlorhydrique sur le zinc, purifié par les 
procédés ordinaires, et on l’analysait un certain nombre de fois, dans 
le cours de chaque série d'expériences, à l’aide de l’eudiomètre de 
M. Regnault. Voici une série d’experiences dans lesquelles, d’après 
plusieurs analyses concordantes, l'hydrogène recueilli renfermait à 
peine ı pour roo de gaz étrangers. 

Les valeurs obtenues pour o à la température de 22 degrés ont été : 





Valeur de 9 Différence 

Pression moyenne. observées. calculées. calc. obs. 
5,87 0,5712 0,5717 + 5 
5,50 0,5717 0,5721 +4 
5,00 0,5724 0,5726 +2 
4,58 0,5730 0,5730 0 
4,08 0,5732 0,5735 + 3 
3,64 0,5745 0,5740 — 5 
3,22 0,5752 0,5744 — 8 
2,83 0,5751 0,5748 — 3 
2,40 0,5753 0,5752 — 1 
2,12 0,5755 0,5754 — 1 
1,72 0,5759 0,5758 — 1 
1,36 0,5760 0,5762 + 2 
1,02 0,5762 0,5765 + 3 
0,69 0,5767 0,5769 +2 


La valeur de g augmente ici d’une manière très-sensible à mesure 
que la pression diminue, et les expériences peuvent être représentées 
par la formule 


9 = 0,57757 — 0,001 H = 0,57757 (1 — 0,00173H), 


qui a servi à déterminer les valeurs calculées. 
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OXYDE DE CARBONE. 


Pour obtenir ce gaz parfaitement pur, on l’a préparé par l'action de 
l'acide sulfurique sur le cyanure jaune de potassium; on l’a absorbé 
ensuite dans une dissolution acide de sous-chlorure de cuivre, et on 
le faisait dégager de cette solution par la chaleur pour l’introduire dans 
l'appareil, après purification et dessiccation convenables. On recueillait 
de temps en temps des éprouvettes de gaz et l’on vérifiait sa pureté en 
l’absorbant par la même solution de sous-chlorure de cuivre. Voici une 
série d'expériences dans lesquelles le gaz était à la température de 
12 degrés et renfermait environ ı pour 100 de gaz non absorbable. 
Les résultats peuvent être représentés par la formule 


o=1,4414 + 0,00257 H =1, 4414 (1 + 0,00198H) 





Valeurs de p Différence 
Pression moyenne. observées. calculées. calc.-obs. 
5,09 1,4483 1,4544 + 61 
4,87 1,4538 1,4539 + ı 
4,73 . 1,4536 1,4536 0 
4,38 1, 4530 1, 4527 — 3 
4,30 1,4529 1,4525 — 4 
3,64 1,4510 1,4507 — 3 
3,59 1,4510 1,4506 — 4 
3,15 1,4492 1,4495 + 3 
3,05 1,4499 1,4492 — 3 
2,44 1,4474 1,4476 + 2 
2,40 1,4476 1,4475 1 
1,50 1,4453 1,4493 0 
1,43 1,4449 1,4451 + 2 
1,42 1,4444 1,4450 + 6 
1,41 1,4452 1,4449 — 3 


ACIDE CARBONIQUE. 


L'acide carbonique est un gaz sur la préparation et l’analyse du- 
quel il n’y a pas lieu d’insister. J'ai fait, avec l'acide carbonique, 
un très-grand nombre d'expériences dont je citerai seulement quelques- 
unes. La température était de 17 degrés, et l'acide rénfermait environ 
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1 pour 100 de gaz non absorbable par la potasse. Les résultats peu- 
vent être représentés par la formule 


9 = 1,8760 + 0,0270 H = 1 ,8760 {1 + 0,0144 H). 


Valeurs de 9 Difference 
nn “eee + nn” en, 
Pression moyenne. observées. calculées. calc.-obs. 
6,18 2,062 2,044 — 18 
5,99 2,056 2,038 — 18 
5,58 2,031 2,027 — 4 
4,99 2,028 2,011 — 17 
1,58 2,015 2,000 — 15 
4,32 1,988 1,992 + 4 
3,64 1,974 1,975 + 1 
3,35 1,971 1,966 — 5 
3,03 1,962 1,958 — { 
2,36 1,940 1,940 0 
2,28 1,937 1,937 0 
2,07 1,933 1,932 — ! 
1,95 1,928 1,928 0 
1,61 1,919 1,920 + 1 
1,44 1,915 1,915 o 
1,05 1,901 1,905 + 4 
0,93 1,900 T,901 + 1 
0,70 1,894 1,895 + 1 
0,33 1,893 1,885 — 8 


La comparaison des résultats du calcul.avec ceux de l'expérience 
montre que la formule par laquelle on a exprimé la valeur de 9 devient 
sensiblement inexacte lorsque la pression est très-grande. Si, à l’aide 
des expériences citées plus haut, on calcule la valeur de » qui con- 
vient à l’air à la température de 17 degrés, on en déduit, par la loi 
des mélanges, pour l'acide carbonique pur à la même température, 


o= 1,8825 + 0,02725H = 1,8825 (1 + 0,0145 H). 


PROTOXYDE D’AZOTE. 


Le gaz a été préparé par la décomposition de l’azotate d’ammoniaque. 
En l’analysant plusieurs fois, soit au moyen de sa solubilité dans l’al- 
cool, soit surtout par l’eudiometre, on a trouvé qu’il renfermait envi- 
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ron 10 pour tuo de gaz étrangers, formés d’azote et d'oxygène à peu 
pres dans le rapport de 24 1. . 


x; Pour ce mélange, la valeur de 9 relative à la température de 13°,5 
pouvait être exprimée par la formule 


9 = 2,1040 + 0,037 H = 2,1040(1 + 0,0176H). 


La comparaison des résultats de l’observation avec ceux que l’on 
peut ainsi calculer donne : 





Valeurs de » Différence 
Pression moyenne. observées. calculées. calc.-obs. 
5.05 2,307 2,298 — 9 
5,17 2,309 2,295 — 14 
4,34 2,262 2,265 + 3 
4,26 2,250 2,262 +12 
4,11 2,255 2,256 + I 
3,72 2,234 2,242 + 8 
3,65 2,233 2,239 + 6 
3,04 2,223 2,216 — 7 
2,90 2,208 2,211 + 3 
2,27 2,182 2,188 + 6 
2,07 2,176 2,180 +4 
1,48 2,154 2,159 +5 
1,37 2,146 2,154 + 8 
0,94 2,142 2,139 — 3 
0,87 2,136 2,136 0 
0,64 2,128 2,127 — 1 
0,55 2,125 2,124 — 1 


BIOXYDE D'AZOTE. 


Le gaz a été préparé par l’action de l’acide azotique sur le mercure. 
Les expériences qui suivent ont été faites avec le petit appareil, à des 
pressions qui ont varié dans des limites trop restreintes pour que les 
résultats présentent autant de garanties. 

Le bioxyde renfermait environ 10 pour 100 de gaz non absorbable 
par le sulfate de protoxyde de fer. A la température de 12 degrés, on 
a ainsi obtenu 


9 = 0,17085 + 0,00024 H = 0,17085 (1 + 0,0014 H). 
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Valeurs de 9 Differences 
iin to 
Pression moyenne. observées. calculées. calc.-obs. 
m 
2,08 0,17138 0,17136 — 3 
1,82 0,17121 0,17129 +8 
1,12 0,17115 0,17112 — 3 
CYANOGENE. 


Le cyanogene a été préparé par la décomposition du cyanure de 
mercure. Les expériences ont été faites à la température de 25 degrés, 
et elles peuvent être représentées par 


9 = 3,0876 + 0, 1653 H = 3,0876 (1 + 0,5354 H). 





Valeurs de 9 Différences 

Pression moyenne. observées. calculées. calc.-obs. 
{04 3,753 3,755 + 2 
3,95 3,734 3,741 + 7 
3,51 3,742 3,668 — 74 
1,42 3,321 3,323 + 2 
1,41 3,319 3,3a1 + 2 
1,41 3,321 3,321 o 
1,40 3,316 3,319 + 3 
1,27 3,303 3,297 — 6 
1,22 3,317 3,289 — 28 


Le gaz renfermait 8 pour 100 d'azote. Si l’on calcule, d’après ces 
résultats, la formule qui doit exprimer la réfraction du cyanogene 


pur, on trouve 
9 = 3,250 + 0,180 H = 3,250(1 + 0,0554 BH}. 


Les expériences sur le cyanogène sont d’ailleurs tres-difficiles, parce 
que le gaz ne tarde pas à attaquer le caoutchouc qui ferme les tubes, et 
à donner des dépôts noirs sur les verres, ce qui rend toute observa- 
tion impossible. 

ACIDE SULFUREUX. 


Le gaz préparé par l’action de l’acide sulfurique sur le mercure 
était soluble dans l’eau sans résidu appréciable. 
Les expériences ont été faites aussi avec le petit appareil, et la 
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pression est restée encore entre des limites trop restreintes; mais 
l'insuffisance de la loi approchée est bien manifeste. Voici quelques 
expériences pour lesquelles le résultat a été ramené à zéro, à l’aide 
d'un coefficient déterminé comme on le verra plus loin. La valeur 
de », ainsi obtenue peut être exprimée par la formule 


9, = 0,3807 + 0,01903 H = 0, 3807 (1 +0,05 H). 


Valeurs de 9, Différences 





Re nd nn, 

Température. Pression moyenne. observées. „ calculées. calc. obs. 
10,90 1,33 0, 4099 4061 — 38 
13,38 1,14 0,4027 4023 — À 
13,29 1,05 0, 4000 4006 + 6 
13,51 0,80 0,3970 3959 — II 
14,35 0,60 0,3918 3921 + 3 
15,36 0,40 0,3879 3883 + 4 


COMPARAISON DE LA REFRACTION DES GAZ AVEC LA COMPRESSIBILITÉ. 


Il faut chercher maintenant si la réfraction d'un gaz, laquelle n’est 
pas proportionnelle à la pression, comme nous l’avons vu, est pro- 
portionnelle au poids spécifique du gaz. La relation qui existe entre le 
poids spécifique p d’un gaz et la pression correspondante H peut être 


mise sous la forme 
(1) p= A‘'H(«t + B’H). 


Cette formule satisfait, à moins de z54>55 pres, aux expériences de 
M. Regnault, entre les limites de pression dans lesquelles sont com- 
prises mes observations. Comme la réfraction du gaz peut aussi être 


exprimée par la formule 


(2) (n—1) = PAH (1-4 2H); 


il faut donc, pour que le rapport — soit constant, que les deux 


coefficients B’ et = soient égaux. 
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Les expériences de M. Regnault (') donnent directement les valeurs 


TU ’ 
Sn lorsque le volume d’une même masse de 


que prend le rapport vH. 


r 


VL ka 
gaz passe de V, à — = V,, ou, ce qui est équivalent, le rapport des 
Vv . . 
volumes ,,°> lorsque la pression finale H, est double de la pression 


initiale H,. On connaît ainsi le rapport des poids spécifiques du gaz 


dans les mêmes conditions. Pour l'air, par exemple, on a 


° Vy Po. 
Pression initiale P,. Ve 7 
1" 2 X 1,00122 = 2,0021 


2 X 1,00230 = 2,00460 
2 X 1,00330 = 2,00660 
2 X 1,00550 = 2,01100 


DE N 


On peut déduire de là les rapports du poids spécifique du gaz sous 
les pressions de 2 mètres, 4 mètres ct 8 mètres, au poids spécifique 
relatif à la pression de 1 mètre. On obtient ainsi : 


Pression. Poids spécifique. 
1" I 
2 2,00244 = 2(1,00122) 
§ 4,01409 = 4(1,00122) (1,0023) 
8 8,05467 = 8(1,00122) (1,0023) (1,0033) 
16 16,19792 = 16(1,00122) (1,0023) (1,0033) (1 ,0055) 


Enfin, pour obtenir l’expression du poids spécifique p en fonction 
de la pression par la formule (1), il suffit de déterminer le coeffi- 
cient B’ en comparant le premier nombre à chacun des suivants. On 
trouve ainsi : 


Valeurs de B’ calculées par les poids spécifiques Valeurs moyennes 


. . de B’ 
relatifs aux pressions de , 
Gaz. m 4" gm 16m de 1™ à 5m, 
Ailes cee eee + 0,00122 +0,00117 + 0,00098 -+ 0,00082 + 0,00120 
AZzOte........... -+0,00075 + 0,00068 <+0,00065 + 0,00059 + 0,00072 
Hydrogène ...... — 0,00043 —0,00051 —0,00069 — 0,00067 — 0,0008 
Acide carbonique. --0,00860 - 0,0068 -+0,0091 + 0,0099 + 0,0087 


ı') Mémoires de l’Académie, t. XXI, p. 419 et suiv. 
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Plus tard (‘), M. Regnault a fait une étude plus complete des difle- 
rents gaz avec un appareil simple où la pression pouvait atteindre 
6 mètres de mercure. Les expériences donnent les valeurs du produit 
VH pour une même masse de gaz à différentes pressions. Comme le vo- 
lume V est en raison inverse du poids spécifique, le produit VH est 


. „H ,. . . ‚p 
proportionnel à 7° l'inverse de ce produit est proportionnel a 7. 


c'est-à-dire à A’(1 + B’H), d'après la forme que nous avons adoptée, 
ce qui permet de déterminer le coefficient B’ par deux expériences. 
En comparant entre elles les observations qui correspondent aux 
pressions de 0", 76, 2™, 35 et 5 mètres, lesquelles ont servi de repères 
à M. Regnault pour calculer les coefficients de sa formule d’interpola- 


tion, on trouve ainsi : 
Valeurs de B’ 
déterminées par les expériences 
faites aux pressions de 





Nature des gaz. am, 35 5m _ Moyenues. 
|. | ossssseoesee 0,00109 0,00119 0,00114 
Oxygène.........,... 0,00166 0,00165 0,00165 
Oxyde de carbone..... 0,0048 0,0028 0,0038 
Protoxyde d’azote..... 0,0054 0,0105 0,0080 
Bioxyde d’azote....... 0,0024 0,0016 0,0020 


Enfin M. Regnault (?) a déterminé encore la compressibilité de quel- 
ques autres gaz entre les pressions de ı et de 2 atmospheres. On en 
déduit, pour le cyanogène et l’acide sulfureux, 


Valeur de B’. 


Cyanogene ............. 0,0316 
Acide sulfureux ........ 0,0333 


Voici maintenant la comparaison de ces résultats avec ceux qui ont 
été obtenus par l’étude de la réfraction : 


(') Mémoires de l’Académie, t. XXVI, p. 229. 
(?) Mémoires de l’Académie, t. XXVI, p. 243. 
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Réfraction. 
H rm, 
7 Compressibilité. Coefficient 
Température Coefficient Température relatif à la variation 
Nature des relatifa la variation des , B 
a . 2: ‚ a de refraction —- 
des gaz. expériences. depoidsspécifiqueB’. cxpériences. 2 
AID assoc. A + 0,00120 22 + 0,00072 
Azote ............. 5 + 0,00072 21 + 0,00u85 
Oxygène...... er + 0,00165 13,5 + 0,00111 
Hydrozène......... jetıo — 0,000$8 22 — 0,00086 
Oxyde de carbone... 9,3 + 0,0038 12 + 0,00089 
Acide carbonique.... 3 + 0,0087 17 + 0,0072 
Protoxyde d’azote... 9,3 -+ 0,0080 13,5 + 0,0088 
Bioxydo d’azole..... 9,3 -4- 0,0020 12 -+ 0,0007 
Acide sulfureux..... 1,7 + 0,0333 » + 0,025 
Cyanoyéne......... 7.7 -- 0,031€ 25 + 0,0277 


: B . 
Les coefficients B’ et -» pour un mème gaz, ne sont pas absolument 


égaux, mais ils varient dans le même sens. Si l’on considère que ce 
sont là des quantités tres-petites, difficiles à déterminer, soit par les 
phénomènes de réfraction, soit par ceux de compressibilité, et que les 
deux ordres d'expériences n'ont pas été faits à la même température, 
on peut admeitre que les différences qui se manifestent entre les deux 
coefficients rentrent dans les limites d’erreur des observations. 

Pour deux gaz seulement, l’oxyde de carbone et le bioxyde d’azote, 
le désaccord est manifeste. Mes expériences sur le bioxyde d’azote 
n’ont pas été assez nombreuses pour qu'il y ait lieu d’insister sur ec 
point. Pour l’oxyde de carbone, le coefficient relatif à la compressibi- 
lité parait un peu trop grand, si on le compare aux autres propriétés 
physiques de ce gaz. 

Dans les limites d’exactitude des observations, il semble donc que la 
réfraction d'un gaz, à température constante, est sensiblement propor- 
tionnelle à son poids spécifique. 

On peut même remarquer que la loi des puissances réfractives ne 
parait pas s’accorder aussi bien avec les expériences. En effet, on a 


n?—1 n—! 





n?— 1 . A 
doit croitre avec 





Si le rapport — est constant, le rapport 
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la pression. Pour l'air, par exemple, cet accroissement devrait être 
. . . B 
d’environ 5 à la pression de 7 atmospheres. Le coefficient — de- 

2 


vrait donc, pour tous Jes gaz, être un peu plus grand que le coefli- 
cient B’ relatif a la compressibilité, tandis que les expériences don- 
nent plutôt une valeur un peu moindre. 


IV. — DISPERSION DES GAZ. 


Pour connaitre la dispersion d'un gaz, il suffirait de déterminer, par 
la méthode précédente, la réfraction relative à différentes raies de lon- 
gueurs d’onde déterminées. J’ai pris comme points de repère dans le 
spectre, outre la raie D appartenant au sodium, plusieurs raies, dont 
l’une rouge, deux vertes et une bleue, produites par la vapeur de cad- 
mium. On faisait apparaître ces raies en provoquant des étincelles 
entre deux fils de métal m et m’ placés devant la fente du collimateur 
(fig. >). 

J'avais déterminé autrefois les longueurs d'onde de ces raies, et les 
nombres que j’ai obtenus sont parfaitement concordants avec ceux 
qu’a donnés plus tard M. Thalèn. Voici ces nombres exprimés en mil- 
lièmes de millimètre : 





Longueur d'onde. Différence. 
EE 
Raies. Mascart. Thalen. T. — M. 
ı Cadmium .......... 0,64370 0,64380 10 
2 Sodium............ 0,5888 0 , 58890 10 
3 Cadmium .......... 0,53771 0,53780 11 
4 Cadmium .......... 0,50844 0,50850 
5 Cadmium.......... 0, 47986 0,47990 4 


a 


La différence à peu près constante qui se manifeste entre ces deux 
séries de résultats tient surtout à l’erreur commise sur l’unité de me- 
sure, et les rapports des longueurs d’onde sont sensiblement les mêmes 
dans les deux cas. | 

ll serait fastidieux de déterminer directement la réfraction relative 
à ces différentes raies, mais on arrive au même résultat, d’une manière 
plus simple et plus sûre, en évaluant directement la différence des 
réfractions quand on passe de l’une à l’autre. Il suffit alors de con- 
naître l’une d’elles pour en déduire toutes les autres. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome VI. — Févaien 1877. 8 
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L'un des tubes à gaz étant à la pression H, et le phénomène bien 
stationnaire, on compte le nombre des franges qui existent entre les 
différentes raies brillantes; on donne ensuite à la pression dans ce 
même tube, la pression de l’autre restant constante, une valeur diffé- 
rente H,, et l’on compte de nouveau les franges qui existent entre les 
inémes raies. Les différences de ces deux séries de nombres, qui vont 
intervenir dans le calcul, ne peuvent être évaluées avec une certaine 
précision que si le changement de pression H, — H, est tres-grand. 
Dans ce cas, le nombre des franges qui passent est tellement considé- 
rable qu’il serait impossible de les observer directement, mais cette 
opération n’est pas nécessaire. 

Soient, par exemple, À et X les longueurs d'onde de deux raies, 
4 la diminution du nombre de franges comprises entre ces deux raies, 
quand on passe de la pression H, à une pression plus faible H,, et fle 
nombre inconnu de celles qui ont passé sur la première; il en sera 
passé alors sur la seconde /+ à. Soient encore n,et n,, rn, et n, les in- 
dices de réfraction des deux raies aux pressions H, et H,; on a les 
équalions 

(2, —n)L=/f), 
m —n,)L=(f+68)); 
on en deduit 
ne LE (+) 
FT" 


Ny — Ns A 


ou bien 


‘n-- n’,)—(m— 7) _ 


NH) — Ny À 


P représente, comme plus haut, la différence des pressions H, — Hg. 
Le second membre de cette équation est connu : l’expérience donne 


3 : ; 
directement le rapport 5; quant au rapport f, qui correspond à la 


longueur d’onde À pour la pression moyenne - et la tempéra- 


H, + H 
2 
ture de l’expérience, il peut être déduit des observations précédentes 
relatives a l'influence des variations de pression. En réalité, les me- 


sures des deux genres étaient faites simultanément; on intercalait de 
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temps en temps une observation sur la dispersion entre celles qui 
étaient relatives à la pression. On voit même que, pour le cas actuel, 
il n’y a aucune correction de température à faire. D'ailleurs, ce rap- 


port À n'intervient que dans un terme de correction, et l’on peut, 


sans erreur sensible, prendre la valeur moyenne qui convient au gaz 
considéré. Quant au premier membre de l'équation, il n’est autre 
chose que le pouvoir dispersif, c’est-à-dire le rapport de la différence 
des indices de réfraction des deux raies à l’exces de l’un d’eux sur 
l'unité. L'expérience indique, en effet, que le second membre est indé- 
pendant de la pression entre les limites de précision des mesures, et, 
si l’on suppose que la pression H, soit nulle, le premier membre se 

, e EN n' — ft 
réduit à 

nr 





— 1 
._ Lorsque la pression diminue, la variation © est positive, si À’ est 


plus petit que A, et négative en sens contraire. L'indice n correspon- 

d — o N e e 
“—* est toujours négatif pour la raie 
nin— 1! 


rouge, positif pour les autres, et d’autant plus grand que la longueur 
d’onde est plus faible. La dispersion des gaz est donc du méme sens 
que celle de tous les corps solides, si l’on excepte les cas très-rares 
et encore insuffisamment étudiés de dispersion anormale. 

Il convient de représenter la dispersion des gaz par un seul coeffi- 
cient, afin de donner une idée plus simple du phénomène. Comme la 
dispersion est faible, on peut exprimer l'indice de réfraction d’un gaz, 
au moins entre les limites dans lesquelles sont comprises les expé- 
riences et avec le degré d’approximation qu'elles comportent, par la 
formule de Cauchy réduite à ses deux premiers termes. Cette formule 
peut être mise sous la forme 


n-ı=a(1+75) 





dant à la raie D, le rapport 


Si on l’applique aux résultats obtenus pour deux longueurs d’onde À 
et À’, on en déduit 








I I 

n-n_,” 8 

n—t +2 
2 


Le premier membre de cette équation est déterminé par l’expé- 
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rience; on peut donc en déduire la valeur du coefficient b, lequel suf- 
fira pour caractériser la dispersion. 
Voici quelques expériences : 


AIR ATMOSPHÉRIQUE. 








Valeurs de = nn Valeur 
Raies. Moyennes. n—ı du coefficient 6. 
I — 0,1108 — 0,1093 — 0,1081 — 0,1094 — 0,0023 + 0,0050 
3 + 0,1240 + 0,1224 + 0,1231 + 0,1235 + 0,0035 0,0062 
4 0,2063 0,2049 0,2057 0,2056 0,0057 0,0059 
5 0,298 0,296 0,2965 0,2968 0,0086 0,0060 





Moyenne... 0,0058 


Le calcul de la dispersion et celui du coefficient 5 renferment tant 
d'éléments, et les nombres que l’on veut déterminer sont si petits, - 
que la concordance des résultats doit paraître entièrement satis- 
faisante. 











AZOTE. 
CA n'—n 
Raies. P n—ı 6. 
I — 0,108 — 0,0024 0,0052 
+ 0,123 + 0,0043 0,0076 
& 0,205 0,0070 0,0073 
Moyenne... 0,0067 
OXYGENE. 
di nn, 
Raies. P n—ı b. 
I — 0,122 — 0,0022 0,0049 
3 + 0,115 + 0,0045 0,0078 
4 0,192 0,0062 0,0064 





Moyenne... 0,0064 


Les résultats relatifs à l’oxygene et à l’azote paraissent tous deux 
supérieurs à celui qui a été obtenu pour l’air, ce qui ne doit pas être: 
mais la divergence des nombres qui correspondent aux différentes 
raies montre que la dispersion est sensiblement la même pour les trois 
gaz. Il faudrait des expériences plus complètes pour constater les dif- 
férences qui existent entre eux. 
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HYDROGENE. 
Valeurs moyennes de 2 nan 
Raies. yonnes ce 5° n—1 b. 
I — 0,0523 — 0,00176 0,0038 
3 + 0,0587 + 0,0023 0,0040 
4 0,0985 + 0,0050 0,0051 





Moyenne... 0,0043 


La dispersion de l’hydrogéne paraît sensiblement plus faible que 
celle des gaz précédents. 


OXYDE DE CARBONE. 


n'—n 
e 





Valeurs moyennes de 5 





Raies. n-—ı b. 
i — 0,1283 — 0,0034 0,0073 
3 + 0,1440 + 0,0039 0, 
4 0,2413 0,0073 0,0075 
5 0,3497 0,0116 0,0079 
Moyenne... 0,0075 
ACIDE CARBONIQUE. 
d n'—n 
Raies. Valeurs moyennes de 5 rd 8. 
I — 0,0877 — 0,0026 0,0056 
3 + 0,0979 + 0,0027 0,0048 
4 0,1628 0,0041 0,0043 
5 0,2387 0,0095 0 ,0063 





Moyenne... 0,0052 


D’après cela, la dispersion de l’oxyde de carbone serait sensible- 
ment plus grande que celle de l'acide carbonique. 


PROTOXYDE D AZOTE. 





Raies. Valeurs moyennes de 5 = — . B. 
I — 0,0887 — 0,0038 0,0081 
3 + 0,1033 + 0,0075 0,0132 
4 0,1701 0,0104 0,0108 
5 0,2451 0,0148 0,0104 


Moyenne... 0,0106 
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La dispersion du protoxyde d’azote paraît sensiblement plus grande 
que celle de l’air; en outre, comme le gaz renfermait ro pour 100 d’im- 
puretés, composées d'azote et d'oxygène, il en résulte que la disper- 
sion réelle du protoxyde doit être à peu près double de celle de l’air. 
Le ‘coefficient 5, pour le protoxyde d’azote pur, doit donc être égal 
environ à 0,012). 





CYANOGENE. 
. Valeurs moyennes de 8, non, 
Raies. P n— 1 b. 
I — 0,336 — 0,0030 0,0064 
3 0,377 + 0,0053 0,0095 
4 0,633 + 0,0093 0 ,0096 


Moyenne... 0,0085 


En raison de l’azote que renfermait le gaz, il en résulte que, pour le 
cyanogene pur, la valeur de b serait voisine de 0, or. 
On peut résumer ces résultats de la manière suivante : 


Coefficient 
Nature du gaz. de la formule de dispersion. 
Air atmosphérique............. PERRET 0,0058 
Azote .......................... Less 0,0067 
Oxygène..............,....... secs 0,0064 
Hydrogène.................,...,........ 0,0043 
Oxyde de carbone........................ 0,0075 
Acide carbonique........................ 0,0052 
Protoxyde d'azote. ...............,..,.... 0,0125 
Cyanogène.............,.......,....,... 0,0100 


La dispersion d’un gaz ne paraît pas en rapport direct avec la réfrac- 
tion de ce gaz ni avec sa densité. 

Pour se représenter d’une manière plus précise l’ordre de grandeur 
de la dispersion des gaz, 1l est utile de la comparer avec celle de 
corps bien connus. Si l'on calcule, à l’aide du coefficient qui pre- 
n'—n 
n—t . 
du spectre solaire, on obtient 0,024. Entre les mêmes raies, le pou- 
voir dispersif serait 0,032 pour les rayons ordinaires du quartz, 
0,038 pour le crown léger, 0,040 pour l’eau, 0,046 pour les rayons 


ordinaires du spath d'Islande, 0,069 pour le flint lourd des lunettes, etc. 


cède, le pouvoir dispersif de l’air entre les deux raies B et H 
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Certains gaz, comme le protoxyde d'azote et le cyanogène, auraient 
donc une dispersion supérieure à celle de l’eau. 


V. — INFLUENCE DE LA TEMPERATURE. 


Pour étudier l'influence de la température, on s’est servi du petit 
appareil, comme il a été dit plus haut. Les pressions étaient évaluées 
seulement avec le manomètre interférentiel, dont la branche latérale C 
permettait d’estimer en valeur absolue la pression du gaz dans l’un 
des tubes. 

Toutes les expériences d’une méme série étaient faites avec le méme 
gaz, que l’on refoulait alternativement dans les tubes et qu’on laissait 
écouler ensuite, de manière à n’avoir à craindre aucun changement 
dans sa composition. Enfin la pression moyenne restait sensiblement 
invariable. 

On commençait par faire une expérience à la température la plus 
basse possible, en profitant des jours froids de l’hiver et laissant les 
fenêtres ouvertes pendant la nuit, pour que le Jaboratoire prit autant 
que possible une température voisine de la température extérieure. On 
introduisait ensuite dans les deux bains de l’eau de plus en plus 
chaude, et l’on chauffait la salle en même temps, de manière a dimi- 
nuer autant que possible la différence des températures de l'appareil 
et de l’air ambiant. Les liquides des deux bains étaient agités d’une 
manière continue, et l’on ne faisait d'observations que si les tempéra- 
tures des quatre thermomètres différaient seulement d’une fraction de 
degré : la température moyenne des deux thermomètres intérieurs 
donnait la température du gaz. L'un des tubes étant à une pression 
plus élevée, on pointait la frange qui se trouvait en coincidence avec 
le fil de la lunette, et l’on mesurait en même temps la différence des 
niveaux. On faisait ensuite écouler lentement du mercure par le robi- 
net situé au bas du tube C, jusqu’à ce qu'il eût passé environ ı so franges; 
on fermait ce robinet et l’on mesurait de nouveau la pression quand 
le phénomène était resté stationnaire. L'observation des thermomètres 
ayant été faite avant et après l’expérience, on constatait habituellement 
une petite différence, et l’on prenait la moyenne des quatre lectures. 
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On déterminait ainsi, pour chaque température, le rapport À du 


nombre des franges à la variation de pression, correction faite de la 
dilatation des tubes à gaz et de la pression. Il suffisait, pour cela, de 
diviser le nombre obtenu directement par le binôme de dilatation re- 
latif à la règle et de le multiplier par le facteur de correction relatif 
à la mesure des pressions. Ces calculs sont fastidieux, mais on les 
rend beaucoup plus rapides à l’aide de tables qui donnent chacune des 
corrections séparément pour toutes les températures. On obtient ainsi 
les valeurs de 9, c’est-à-dire du rapport du nombre des franges à la 
variation de pression, que l’on aurait observées si le gaz seul eût été à 
la température considérée et tout le reste à zéro. 

Si la réfraction était proportionnelle au poids spécifique du gaz, 
cette valeur de 9 serait en raison inverse du coefficient de dilatation, 
de sorte que le produit 9 (1 + xt) serait une quantité constante, repré- 
sentant la valeur 9, que l’on obtiendrait pour le gaz à zéro. 

Or l’expérience indique que ce produit 9,, au lieu d’être constant, 
diminue en général à mesure que la température s'élève. Il en résulte 
que le coefficient de dilatation dont on s’est servi pour ce calcul est gé- 
néralement trop faible, et l’on peut déterminer le coefficient par lequel 
il faut le remplacer pour obtenir un produit constant correspondant à 
la réfraction du gaz à la température de zéro. L'observation directe à 
zéro n’est pas impossible, mais elle présente de grandes difficultés, 
surtout à cause de la buée qui se dépose sur les glaces extérieures. 
En réalité, la température n’a varié que depuis 5 degrés environ 
jusque vers 4o degrés. A cette dernière température déjà, les franges 
commencent à devenir agitées, et, si l’on chauffait davantage, les me- 
sures ne présenteraient plus aucune garantie. 


AIR ATMOSPHÉRIQUE. 


Je rapporterai d'abord les principales expériences réalisées avec l’air 
atmosphérique à une pression moyenne sensiblement constante d’un 


mètre de mercure. Du rapport £, déterminé par expérience, on a dé- 


duit la valeur de 9, en corrigeant les effets de dilatation sur les tubes 
à gaz et sur la mesure des pressions, puis multipliant le résultat 
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par le binôme de dilatation de l'air à pression constante avec le coeffi- 
cient « = 0,00367. | 


Température __Moyennes. Excès 
du gaz ¢. Valeur de 9,. t Po Valeur corrigée. sur la moyenne. 
5,49 0, 16631 0 
6,36 0,16626 6,13 0, 16627 0,16642 — 15 
6,55 0,16625 
7,93 0,16644 
7,76 0,16624 7,80 0,1664 1 0,16660 + 3 
7,69 0, 16654 
8,30 0,16630 _ 
8,29 0, 16627 8,30 0,16628 0,16650 — 5 
15,37 0,16664 
14,22 0,16629 
14,10 0, 16642 14,43 0, 16641 0 , 16680 + 23 
14,02 0, 16627 
27,07 0, 16601 
26 , 38 0, 16608 26,47 0,16586 0,16655 — 9 
25,97 0,16550 
30,93 0,16591 
30 ‚3 0, 16581 30,62 0,16586 0,16665 + 8 
38,75 0,16550 
37 ,96 0,16555 
37,21 0,16557 36,66 0,16555 0,16649 — 8 
35,16 0,16559 
34,24 0,16555 





Moyenne... 0,16657 


Les résultats compris dans la quatrième colonne, malgré quelques 
divergences, diminuent d'une manière sensible à mesure que la tem- 
pérature augmente. Si l’on remplace le coefficient de dilatation de l’air 
par 0,00382, on obtient pour la valeur de 9, les nombres de la cin- 
quième colonne, dont les différences rentrent dans les limites des 
erreurs expérimentales. 

La correction Aa, que l’on doit apporter au coefficient de dilatation 
de l’air pour calculer les effets de réfraction, est donc environ 


Aa==-+0,00015. 
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AZOTE. 


Voici des expériences analogues sur de l'azote sensiblement pur à 
la pression moyenne de 1°, 10. Les premières corrections ont été faites 
aussi avec le coefficient 0,00367. 





Moyennes. 
Température Excés 
du gaz ¢. Valeur de +. t Po Valeurcorrigée. sur la moyenne. 
o 
3,57 0,16934 
3,80 0,16917 0 
4,03 0, 16917 3,91 0,16924 0,16934 10 
4,23 0, 16927 
10,43 0,16931 
10,43 0,16931 10,43 0,16930 0,16955 +11 
10,43 0,16927 
20 , 88 0, 16884 
20 ,28 0, 16909 
20,12 0, 16915 20,32 0, 16904 0,16955 rn 
20,02 0,16907 
29,82 0, 16864 
29,37 0, 16874 29 ,36 0,16861 0,16937 — 7 
28,90 0,16844 
42,28 0,16782 
38,65 0,16857 39,59 0,16836 0,16937 — 7 
37,84 0, 16868 





Moyenne... 0,16944 


La diminution du rapport 9,, à mesure que la température s'élève, 
est encore manifeste, et les résultats de la quatrième colonne, calculés 
par le même coefficient 0,00382 que pour l'air, présentent une con- 
cordance tout à fait satisfaisante. La correction du coefficient de dilata- 
tion est encore 


Aa = + 0,00015. 
HYDROGENE. 


L’hydrogene qui a servi aux expériences suivantes renfermait envi- 
ron 1 pour 100 de gaz étrangers. La pression moyenne était de 17,10 
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#” 


et les premiers calculs ont été faits avec le coefficient de dilatation 
0,003661 de ce gaz. 





Moyennes. Excès 
Température ¢. Valeur de ¢,. c CA Valeur corrigée. surla moyenne. 
oO 
5,03 0,0 5 0 
4,82 0 07074 4,92 _ 0,07985 0 ,07990 0 
? 
13,53 0 ,07977 
13,57 0.0 
13,53 on 13,54 0,07974 0,07987 —3 
13,61 0,07974 
24,78 0,07955 | 
25,18 0,07964 25 02 0 ,07960 0 ,07984 _ 6 
25,11 0,07961 . 
28,11 0,07952 
28 ‚74 0,07974 28, 50 0,07965 0,07992 +2 
28,64 0 ,07969 
34,50 0,07938 
33,58 
33,27 es 33,55 0,07952 0,07984 6 
? ’ 
32,84 0,07976 
38,16 0,0796 
37,77 007053 37,93 0,07960 0,07996 + 6 
46,14 0,07953 
45,02 0,07969 
36 0,0 
3 ‘fo o pate 43,92 0,07951 0,07993 + 3 
? 
42,70 0 ,07928 
41,90 0,07953 
Moyenne... 0,07990 


La diminution du rapport 9,, à mesure que la température s’eleve, 
n’est pas douteuse, et les expériences s’accordent d’une manière re- 
marquable quand on prend pour coefficient le nombre 0,00378. La 
correction du coefficient de dilatation est donc 


Aa = + 0,00012. 


OXYDE .DE CARBONE. 
L’oxyde de carbone qui a servi renfermait environ 3 pour roo d’un 
gaz non soluble dans le chlorure de cuivre ni dans la potasse. Comme 
9. 
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le gaz ne colorait pas le pyrogallate de potasse, ce résidu était de 
l'azote. La pression moyenne était de 1", 20, et l’on a pris pour coeffi- 
cient de dilatation du gaz 0, 00367. 


Moyennes. 





| Excès 3 
Température ¢. Valeur de 9,. t Pe sur la moyenne. 
0 
7,58 0 , 18998 o 
7,49 0, 18984 7:99 0,18990 + 8 
7,69 0,18988 
10,49 0,19004 
10,81 0,18973 
10,98 0 ,18972 10,86 0, 18982 0 
11,16 0,18978 
24,7 0, 18971 
22,48 0,18970 3,09 0,18965 — 17 
22,06 0,18954 
30 ‚67 0,18976 
29,23 0,18975 _ 
28 ‚67 0 ,18982 29:19 0, 18981 
28,18 0,18992 
48,03 0,18968 
45,20 0,19019 
43,92 0, 18982 45,72 0 ,18990 + 8 





Moyenne... 0,18982 


Les expériences n’indiquent, dans le cas actuel, aucune variation 
appréciable du rapport 9, avec la température, de sorte que le coeffi- 
cient de dilatation du gaz suffit à rendre compte des changements 
qu’eprouve la réfraction. 


ACIDE CARBONIQUE. 


Le gaz était presque absolument pur, car la potasse laissait à peine 
un résidu de „I, non absorbé, lequel pouvait avoir été apporté par le 
réactif lui-même. Les expériences ont été exécutées à la pression 
moyenne de 1™,15, et les premières corrections ont été faites en pre- 
nant le coefficient 0,00371, qui convient à la dilatation de l’acide car- 


bonique sous pression constante. 
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Moyennes. 
TT Excès 
Température ¢. Valeur de gu. é Pe Valeurcorrigée. surla moyenne. 

0 

7:19 0,25755 o 

7,18 0,25767 7,26  0,25765 0,25830 _ 33 
7,26 0,25774 
11,48 0,25798 
11,63 0,25772 
11,75 0,25754 11,82 0,25771 0,25878 +15 
12,44 0,25763 
17,08 0,25690 
16,98 0,25686 
16,88 0,25732 16,94  0,25705 0,25857 — 6 
16 ‚83 0, 257 13 
23 ’ 50 Oo ‚25640 
23,18 0,25635 23,34 0,25638 0,25847 16 
30,92 0,25575 
30,14 0,25578 30 ,26 0,25585 0,25857 _6 
29,73 0,25602 
39,02 0,25498 
38,30 0,25502 38,33 0,25507 0,25851 —10 
37 ,68 0,25521 | 
40,67 0,25520 
38,23 . 0,25596 





Moyenne... 0,25863 


L’insuffisance du coefficient de dilatation ordinaire n'est pas dou- 
teuse, puisque la valeur ainsi calculée diminue de ;4; pour un accrois- 
sement de température de 30 degrés. Quand on prend pour coefficient 
0,00406, les résultats deviennent concordants à moins de „I, près en 
général. La correction du coefficient est donc 


Aa = + 0,00035. 


PROTOXYDE D’AZOTE. 


Le gaz ne colorait pas le pyrogallate de potasse et ne donnait ni 
vapeurs rutilantes ni contraction appréciable, quand on y introduisait 
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une bulle de bioxyde; il ne renfermait donc pas trace d'oxygène. 
L’analyse par l’eudiometre et l’hydrogeéne indiquait l’existence de 2,5 
pour 100 d’un gaz étranger non combustible, qu’on a considéré comme 
étant de l’azote. La pression moyenne a été de 1™, 20. On a obtenu, en 
calculant les résultats par le coefficient 0, 0371, 


Meyennes. 


Excés 
Température ¢. Valeur de 9,. t Po Valeurcorrigée. surlamoyenne. 

2,98 0,28942 

3,27 0,29024 0 

3,58 0,28975 3,65 0,28968 0,28986 — 67 
4,10 0,28966 

4,34 0,28936 

10,65 0,29031 

10,75 0,29043 

10,84 0 ,29009 10,80 0,29022 0,29075 + 22 
10,97 0,29005 

18,03 0,28958 

17,92 0,28944 u 
17,87 0 ,28063 17,91 0,28961 0,29048 5 
17,82 0, 28980 
30,01 0,28873 
29,97 0,28885 29,73 0,28888 0,29033 — 20 
29,22 0,28905 
38,55 0, 288 §9 | | _ 
36, 80 0 ,28832 37,62 0,28840 0,29024 29 





Moyenne... 0,29053 


Il y à encore une diminution manifeste du rapport 9, à mesure que 
la température s'élève, et il y a plus d’accord entre les expériences 
quand on prend pour coefficient 0,00388; la correction est donc 
Aa = + 0,00017. Si l’on supprimait les expériences relatives aux tem- 
pératures voisines de 4 degrés, qui paraissent moins concordantes 
entre elles, on obtiendrait, avec un coefficient encore plus grand, un 
accord presque absolu entre les résultats calculés. 


- 


BIOXYDE D'AZOTE. 


En traitant le gaz par le sulfate de protoxyde de fer, on obtenait un 
résidu d’environ 10 pour 100, mais l’analyse n’a pas été faite d’une 
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manière exacte. La pression moyenne des expériences était de 1", 17, 
et l’on a calculé les résultats par le coefficient 0,00367. 


Température ¢. 
o 
6,36 
6,60 
6,72 
11,27 
11,38 
11,49 
22,72 


21,92 
21,63 


Valeur de 9.. 


0,16910 
0,16921 


0, 16921 


0, 16903 
0, 16908 
0, 16898 


0, 16891 
o, 16887 
0, 16881 








Moyennes. 
Pe 
0 
6,56 0,16917 
11,38 0, 16903 
22,09 o, 16886 
Moyenne... 0,16902 


Excès 
sur la moyenne. 


+15 


— 16 


Il semble qu'il y ait encore une diminution progressive du rap- 
port 9, mais elle paraît tres-faible, et les variations de température 
n’ont pas été assez grandes pour qu’on puisse affirmer l'insuffisance 
du coefticient de dilatation employé. 


ACIDE SULFUREUX. 


Le gaz était sensiblement pur. La pression moyenne était d’envi- 
ron 1,05. Les calculs ont été faits d’abord avec le coefficient o,00390 
qui convient à la dilatation de ce gaz sous pression constante. 


Température ¢. 
6,76 
6,90 
7,03 
11,37 
11,50 
11,61 


24,78 
25,04 
25,33 


Valeur de 9,. 


0,4000 
0,3985 
0,4001 
0,3961 
0,3950 
0,3954 
0,3945 
0,3943 
9,3941 





Moyennes. 
t Pe 
0 
6,89 0,3995 
11,49 0,3955 
25,05 0,3943 
Moyenne... 


0,4014 


0,3987 


0,4012 





0,4004 


Excès 


Valeur corrigée. surla moyenne. 


+ 10 


La variation du rapport 9, avec la température de l’expérience es 
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ici considérable; les résultats de la cinquième colonne ont été calculés 
en prenant pour coefficient le nombre 0,0046, c'est-à-dire avec une 
correction égale à Aa = + 0,00070. 


CONCLUSION. 


Il semble résulter de la que la réfraction d’un gaz diminue plus 
rapidement que le poids spécifique, surtout pour les gaz liquéfiables, 
comme l'acide carbonique et l’acide sulfureux. On pourrait mettre en 
doute cette conclusion et attribuer les différences observées à l’exis- 
tence d’une petite quantité de vapeur d’eau. Il n’est pas nécessaire de 
répéter que les gaz ont été desséchés avec les précautions recomman- 
dées depuis M. Regnault pour ce genre d'expériences. Remarquons en- 
suite que, si le gaz renfermait de l’eau à l’état de vapeur, la dilatation 
de la vapeur ne diffère pas assez de celle des gaz pour que l'effet soit 
appréciable. La seule cause d'erreur provient donc de l'eau liquide 
qui pourrait être condensee sur les parois du tube et qui se dégagerait 
par suite de l’élévation de température. Dans le cas actuel, l'influence 
de cette vapeur est beaucoup moindre que pour les effets de dilatation; 
l'erreur ne dépend ici que de la difference qui existe entre la réfrac- 
tion de la vapeur et celle du gaz étudié, et elle serait nulle si les 
deux indices de réfraction étaient sensiblement égaux. Or la réfraction 
de la vapeur d’eau, sur laquelle je reviendrai dans un autre Mémoire, 
est plus faible que celle de l’air d'environ -;. Si donc, pendant que la 
température s'élève a 30 degrés, il se dégageait une quantité de vapeur 
d’eau égale au = du gaz, la réfraction du mélange n’aurait été altérée 
que de + LD par “le fait de la vapeur, tandis que les différences attei- 
gnent ;4, pour l’air et l'azote. Ce changement de réfraction correspon- 
drait à une quantité de vapeur égale au 34; du gaz, c’est-à-dire à une 
pression de 5 centimètres. Il faudrait, si l’on admet les résultats de 
l'expérience, que le gaz étant sec à la température de 5 degrés, par 
exemple, se soit saturé de vapeur à 35 degrés, ce qui est évidemment 
impossible. D’autre part, cette cause d'erreur agirait en sens con- 
traire sur l'hydrogène, puisque la réfraction de ce gaz est environ 
la moitié de celle de la vapeur d’eau, et donnerait des nombres trop 
grands pour les températures plus élevées, tandis que la température 
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agit dans le même sens sur l'hydrogène que sur l'air ou l'azote, et 
avec une régularité remarquable. 

La loi de Newton ne permet pas mieux d'expliquer ces variations. 
En effet, en désignant par n, et n les indices de réfraction d’un gaz 
aux températures de zéro et de ¢ degrés, pour une même pression, on 
devrait avoir 


3 — _m-—ı — MI 
Img Ou (n 1) (t+ at) = 7 


A mesure que la température s'élève, l'indice de réfraction rn dimi- 
nue; le second membre de cette équation croit donc avec la tempéra- 
ture, et le premier devrait croître aussi dans le même sens, tandis que 
l'expérience indique au contraire qu'il diminue. D'ailleurs la variation 
de (n +1) est trop faible pour qu’elle puisse exercer ici une influence 
appréciable, puisqu'elle ne serait pas de {= pour une variation 
de température de 100 degrés. 

Nous pouvons donc résumer ainsi l'influence de la température sur 
différents gaz : 


Nature Coefficient de dilatation Coefficient relatif au Différence 
du gaz. à volume constant x.  chaugement deréfraction a’. œ'— a. 
Air atmosphérique. 0,00367 0,00382 0,00015 
AZOLE . sors 0,00367 0,00382 0,00015 
Hydrogene...... .. 0,003661 0,00378 0,00012 
Oxyde de carbone... 0,00367 0,00367 » 
Acide carbonique .. 0,00371 0,00406 0,00035 
Protoxyde d’azote.. 0,00371 0,00388 0,00017 
+  Bioxyde d’azote.... 0,00367 0,00367 » 
Acide sulfureux.... 0,00390 0,00460 0,00070 


La différence & — a ne doit pas être considérée comme déterminée 
exactement. La seule chose qui paraisse démontrée, c’est l'existence 
et l’ordre de grandeur de cette variation. 


VI. — RÉFRACTIONS ABSOLUES. 


La cause d’erreur la plus importante, lorsqu'on veut déterminer la 
réfraction des gaz en valeur absolue, consiste dans la difficulté que 
présente la préparation des gaz purs et la difficulté non moins grande 

Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome Vi. — Mans 1877. 10 
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d’en faire l'analyse d'une manière exacte, surtout quand on est obligé 
d’avoir recours à des combustions au moyen de l’etincelle électrique. 
Ainsi, quand on analyse de l'hydrogène en introduisant de l’air dans 
l’eudiometre, il peut arriver, soit qu'il reste une trace d'hydrogène 
non combiné lorsque l’etincelle est faible, soit qu'une partie de l’oxy- 
gene et de l'azote de l’air se combinent, quand la proportion des gaz est 
choisie de manière à donner une inflammation plus vive. On obtient 
des résultats plus concordants en faisant l’analyse par de l'oxygène 
pur, dont on introduit un volume exactement moitié moindre que celui 
de l’hydrogène; mais, si les impuretés mélangées au gaz primitif con- 
tiennent de l’azote, on voit qu'il pourra se produire encore des com- 
posés nitrés, puisque l'explosion est alors très-violente. On doit donc, 
. dans le cas de l’hydrogène, trouver en général un résidu trop faible. 
Comme la réfraction du gaz n’est pas la moitié de celle de l’air, une 
erreur de 4 sur la composition du gaz entraine une erreur de plus 
de +3; sur la quantité qu’on évalue. Le résultat auquel nous arrive- 
rons doit donc être considéré comme étant plutôt trop élevé. 

Les mêmes difficultés se présentent dans l’analyse, par l’eudiomètre, 
des composés de l’azote et de l’oxygène qui renferment de petites 
quantités d'azote et d'oxygène. Ces gaz étrangers n’ont qu’une influence 
négligeable quand on veut évaluer l'influence de la pression et de la 
température, mais il n’en est pas de mème pour le rapport des ré- 
fractions. Nous choisirons donc les expériences dans lesquelles les 
gaz étaient le plus voisins d’être purs; pour apprécier la pureté, on 
a eu recours soit à la combustion, soit, quand la chose était possible, 
à un liquide qui pouvait dissoudre le gaz abondamment, comme le 
chlorure de cuivre acide pour l’oxyde de carbone, le sulfate de prot- 
oxyde de fer pour le bioxyde d’azote, la potasse pour l’acide carbo- 
nique, l’eau pour l’acide sulfureux et le cyanogène. 

D'autre part, le rapport des réfractions des différents gaz n'est pas 
indépendant de la pression ni de la température, comme nous l'avons 
vu, et les expériences ne sont pas directement comparables. Pour ne 
pas compliquer les résultats de corrections qui pourraient rester dou- 
teuses, j’ai réduit à zéro les expériences faites avec le grand appareil 
par le coefficient de dilatation de chaque gaz sous pression constante; 
les valeurs de 9 et de 9, correspondent à la pression moyenne de 0°, 5, 
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c'est-à-dire que l’on a simplement, d’après les formules établies 
plus haut, 
o — À (x +) — a + AB, 
2 2 
On a apporté ensuite aux résultats relatifs 4 chaque gaz une correction 
correspondant aux impuretés qu’il contenait. 





Valeurs 
des, Rapport 
Température Coefficient Valeurs de correction delaréfraction 
Nature des de Impuretés faite des du gaz 
du gaz. expériences. dilatation. 9. Fe du gaz. impuretés. àcelle de l’air. 

Air..... on... wee 22 0,00367 1,2078 1,3053 » » I 
Azote. .......... al 0, 00367 1,2308 1,3256 1°/,d’oxygéne 1,3268 1,0164 
Oxygéne......... 13,5 0,00367 1,1550 1,2122 4,5°/,d’azote 1,2068 0,9245 
Hydrogene........ 22 0,003661 0,5771 0,6235 0,8 °/, d’air 0,6180 0,4735 
Oxyde de carbone. 22 0,00367 1,3816 1,493a 0,5 °/, d'azote 1,4940 1,1446 
Acide carbonique.. 17 0,00371 1,8895 2,0087 1°/,d'air 2,0158 1,5443 
Cyanogéne....... . 25 0,003877 3,1702 3,4774 8°/,d’azote 3,664 2,8070 


Avec le petit appareil, on a obtenu, à la pression moyenne de 1™,10 
et en prenant pour chaque gaz à la température de zéro la moyenne 
des résultats obtenus dans les tableaux précédents, par une correction 
convenable des effets de la température : 


Coefficient Valeur de #,, Rapport 
de correction correction dela réfraction 
Nature Pression pour la Valeur Impuretés faite des du gaz 
du gaz. moyenne. température. de 9. du gaz. impuretés. àcelle de l'air. 
Air .......... ss. 1,00 0,00382 0, 16657 n » I 
AZ0tO .. eos 1,10 0,00382 0,16944 » » 1,0172 
Hydrogéne....... ... 1,10 0,00378 0,07990 1°], d'air 0,07902 0,4744 
Oxyde de carbone.... 1,20 0 00367 0, 18982 3 °/, d'azote 0, 19045 1,1434 
Acide carbonique..... 1,15 0, 00406 0, 25863 » » 1,5527 
Protoxyde d’azote.... 1,20 0, 00388 0, 29053 2,5°/, d’azote 0, 29358 1, 7626 
Bioxyde d’azote...... 1,17 0, 00367 0, 16902 10 °/, d’air 0, 16929 1,0164 
Acide sulfureux...... 1,05 0,00460 0,40040 » » 2,4038 


Les rapports contenus dans les dernières colonnes de ces deux ta- 


bleaux ne sont pas identiques pour un même gaz; cela tient à ce que 

les corrections de température n’ont pas été faites de la même manière 

et surtout à ce que le gaz renfermait des impuretés en proportions 
10. 
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variables, dont la détermination comporte, comme nous l'avons dit, 
une assez grande incertitude. 

Il reste enfin à déterminer les indices de réfraction eux-mêmes. 
Pour l'air, la valeur de 9, donnée par le petit appareil, à la pression 
moyenne de 1 mètre, est égale à 0,16657. Comme on connait l’in- 
fluence de la pression, on en déduit que le nombre qui conviendrait à 
la pression moyenne de 0”,50 serait 0,16648. Le rapport des deux 
valeurs de 9, déterminées par le grand appareil et par le petit est 


1,3053 __ 
21 7 


Si l’on calcule, au contraire, la valeur de 9, pour le grand appareil par 
le coefficient de dilatation 0,00382, on trouve 


I + 0,00382 >< 22 
I 4- 0,00307 X 22 


1,3053 = 1,3092. 

Ce nombre est presque identique à ceux qui ont été obtenus dans des 
expériences faites dans le voisinage de zéro; on a donc, pour le rapport 
des résultats donnés par les deux appareils, 





1,3092 _ 
5, 16648 — 7,864. 
Or la longueur des tubes, dans le grand appareil, était de 2",002, et, 


dans le petit, de o™, 25475. Le rapport de ces deux longueurs est 


2,0024 _ 
0,25475 7,860. 





Ces deux résultats ne different que de {= . 

La longueur d’onde de la raie D, d’après les expériences de Fraun- 
hofer, que les travaux plus récents ont confirmées, est égale à 0, 5888 
millièmes de millimètre dans l’air, ce qui fait sensiblement o, 589 
dans le vide. On a donc, pour l'indice de réfraction de l'air à la tempe- 
rature de zéro et à la pression de 1 mètre de mercure, c'est-à-dire à la 
pression moyenne de o”, 50, 


n—ı _ À _0,000589 


=—7T 0 


1000 L 2.002 





X 1,3092 


SUR LA RÉFRACTION DES GAZ. 77 


ou 
1000 (n, — 1) = 0, 3852, 


et, pour la pression normale de o”, 76, 
1000 (n, — 1) = 0, 3851 X 0,76 = 0, 29295. 


Pour les autres gaz, on pourra prendre les moyennes des résultats 
obtenus avec les deux appareils, ou plutôt ceux qui correspondent aux 
cas où les corrections relatives aux impuretés étaient le plus faibles. 
On obtient ainsi, pour la température de zéro et la pression normale 
de o™,76 ('): 


Rapport 
de la réfraction du gaz 

Nature du gaz. à celle de l’air., 1000(7,—1). Dulong. D.-M. 
Air... sososooesosessee I 0,2927 0,294 + 13 
Azote......... ss... 1,0172 0,2977 0, 300 +. 23 
Oxygene ...........,..,... 0,9245 0,2706 0,272 + 14 
Hydrogène ...........,.... 0,4740 0,1387 0,138 + 9 
Oxyde de carbone.......... 1,1446 0,3350 0,340 + 50 
Acide carbonique........... 1,5527 0,5544 0,449 — 54 
Protoxyde d’azote.......... 1,7626 0,5159 0,503 — 129 . 
Bioxyde d’azote............ 1,0164 0,2975 0,303 + 55 
Acide sulfureux......... Lae 2, 4038 0,7036 0,665 — 386 
Cyanogène................. 2,8070 0,8216 0,834 + 114 


Les résultats de ce tableau me paraissent exacts, en général, à = 
près. On remarquera que la réfraction de l’air est sensiblement plus 
faible que celle qui a été obtenue par Biot et Arago. 

On peut faire, à ce sujet, plusieurs observations intéressantes. Si l’on 
multiplie par 0,208 la réfraction de l’oxygene et par 0,792 celle de 
Tazote, on trouve à 7,4, près la réfraction de l’air. L'expérience vé- 
rifie donc, avec autant de précision que le comporte la nature des phé- 
nomenes, que la réfraction d'un mélange de gaz est égale à la somme 
des réfractions des gaz mélangés. 


(') Quelques-uns des résultats renfermés dans ce Mémoire diffèrent quelquefois d’une 
manière notable de ceux que j'ai publiés, il y a deux ans, dans les Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t. LXXVIM, p. 617 et 679. Cela tient à ce que les calculs ont été 
refaits d’uno manière plus complete, que plusieurs expériences ont été reprises, et enfin 
qu’il s'était glissé des erreurs de transcription dans les Notes des Comptes rendus. 
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La réfraction d’un composé, au contraire, est en général plus grande 
que celle du mélange des gaz simples qui le constituent, comme 
l'avait déjà remarqué Dulong pour la loi des puissances réfractives. 
On a, en effet, pour les deux oxydes de l'azote : 


Rapport de la réfraction du gaz 
à celle de lair 


calculée. observée. 
Protoxyde d'azote............ 1,479 1,763 
Bioxyde d'azote.............,. 0,971 1,016 . 


De mème, si l’on déduit la réfraction de la vapeur de carbone des 
résultats obtenus pour l’oxyde de carbone, l'acide carbonique et le 
cyanogène, on obtient, en admettant que l’oxyde de carbone renferme 
la moitié de son volume de vapeur de carbone : 


Rapport 
de la réfraction | 
de la vapeur de carbone 
à celle de l'air. 


Par l’oxyde de carbone................ 1,385 
Par l’acide carbonique........... sos. 1,256 
Par le cyanogène...............,.,.... 1,790 


Ces differences montrent qu’il n’est pas possible, au moins en gene- 
ral, de calculer ainsi la réfraction d’un gaz composé par les réfractions 
des gaz simples qui le constituent. 

Je me propose de revenir sur ce sujet dans un prochain Mémoire, où 
j'examinerai la réfraction des autres gaz et celle des vapeurs. 
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DEUXIÈME MÉMOIRE. 


Expression de v,(z +t). 


1. Considérons la formule connue 


(s) = 


En la mettant sous la forme 
u(2) + LOUE _ 2) =o, 
on voit que la fonction de z 
(2) + rA(z) v(t), 


s’annule pour 


4 
G) G) 
t¢— — — 2 ou 3—=——t{. 
2 2 


La méme formule, par le changement de z en — z, donnant 


u(z)— (2) v (= + 2) =o ou z(t)— in(e) (= + t) =o, 
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il est clair que la fonction de s 
w(t) — EA(t) v(2), 


sannule pour z = — as —t, 
p(z) + 02(2) v(t) 
u(t) — Urt) v(z) 
pour périodes; ses zéros sont ceux du numérateur, et ses infinis les 
zeros du dénominateur; car, tant que v(£) est différent de + 1, les deux 
termes deviennent infinis à la fois en même temps que A(z), a(z), v(z), 
sans que la fraction devienne nulle ou infinic. 

Dans l’étendue du parallélogramme dont un premier sommet est le 
point (s ——1}), et les deux côtés w et 2w’, le numérateur a deux 
zéros 


La fraction a, comme ses deux termes, w et 20’ 


le dénominateur a deux autres zéros 
3 3 


3— 0 — 4, 2=—--@ +-—if, 
2 2 2 


Or ce sont là les zéros et les infinis de la fonction v,(z-+ 2) dans la 
même étendue. II s’ensuit 
A(z) v(t) 
v,(3 + {j= A plz) + tA(z) v(t) | 
+= Aa yaaa) (a) 
Il faut A =1, pour avoir l’egalite par s = o; la formule est donc 
Rz) + Az) y(t) 
p(t) — t A(t) v(2) 
Par l’échange entre z et ¢, on a également 


(1) n(32+ 1) = 


p(t) + é2(t) v(2) 


Wy mle += gy aaa) ye) 


Si l'on y remplace ¢ par — t, dans ces formules, elles deviennent 
— ( ¢) 

7) We TT A0 v (2) 
ay ee oye HOT Dea) 
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2. Conséquences. — La formule (1) revenant à 


let) 4 ne 40) = LAE) E A)» (0) f(t) + £20) 91a) 


rd) + Rt) (3) 
peut se partager en 


(3) w(t) — A(z) v(s) A(t) v(e) 
(4) + A(t) v3(z) 


U 


(3) p(s + t) = 


7 _ A(z) u(t) v(t) Alt) alz)v(2) 
4 OES Ur a 


Quand le paramètre g est égal à 1, ces formules sont 


pis) w(t) — pw’ (2) p(t) 
p(t) + M(E) v’(2) 
A(3) A’(t) + A(t) 2 fz) 


(3;' p(z+ 2) = 


9 
(4)" z+ t)= 
On a par suite | 


(5) | mer 


eee ar 
v(t EST va) 


3 
(6) (3 — j= 


3. Par les formules (1)’ et (2)’, on obtient 


2u(t) 
p(2) — ÜAlz)v(e)' 
21À{t)v(z) 
pia) —ii(z)vlt)? 


fac +4) +2 —l)= 





[ne + ua N= 





d’où l’on tire 


_ _ zul) at) 
NT RT” 


pis+t)—u(z—t)=— 

) = 2À{z)u(t}v(t) | 
p(B) + (2) v(t) 
___2À(4)p(z)v{z) 

AG HO AG — = pyle) 
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(8; 
Mar) His 





2Alz)v(z)Alt)vie) 
(3) + Rz We) 
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On en tire encore 


[uis+0) sale) + (e+ 4)-+2(e— H]A(s)¥()=24(0), 


[u(e+e)+u(z—A]A(sivie) —[Alz +4) +A(z—8)]u(z) =o 

g let - 
[u(z+t)—u(s-tilu(s) +[A(a+ ¢)—A(sz—4)]A(z) v(t) =0, 
[wiz + ¢)— p(z—2)} A(z) v(t) —[A(2+ t)—A(z—4)]p(z) =—2A(e}v(z). 


4. De même la formule (1), prise sous la forme 
Luz + 2) + 792 + 2j][ale) — fA(t)v(2)] = p(s) + 6 2(2)y (2), 
se dédouble en 


A) (is + t)u(t) + (3 + £)(¢)v(2) = (3), 
( A(z + dut) — p(s + 4A(t)v(z) =A(z)y(Z), 
formules qui deviennent, par le changement de z en z +-¢ et de ¢ en — /, 


u(z+t)=ul(z) w(t) — Alz) A(t) v(z+ 6), 
i Ma + vie) =A(2) ale} + (2) A(t) v(2 + 2). 
La dernière, par un échange entre z et ¢, donne 

(12) A(3 + bj y(z) = A(t) w(z) + w(t) Als) v (a +6, 
ce qui, par le changement de zen — (¢ + 2), devient 
(13) A(z +t) w(z) = Ale) v(z) + A(z) v(t) us + 0). 


En combinant par addition et soustraction ces formules (12) et (13), 
on en déduit 


| [Az +2) + 2(CY]Eo(3) — 2 (2)] =A(2) Lele) 
| 


+ t)—v(t)p(s + 21], 
OH) À ie +0) MEN Lols) + us +e 


}+vit)u(s + 41], 


d’où résulte 


5 A(z+d)+A(t) _vlz)+ ulz) elt)v(z +2) -vl)ulz +6) 
1) Marin) ve) (a) pl vla + 0) vieler?) 
ou 
ge Malta) vise) +u(s— 0) p(e)v(s)—v(e)u(s) 





Mae) — v(8— 1) —u(s — er) alu) +o(t)p(s) 
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De même, la première des formules (11) pouvant se changer en 


w(t) = p(s)u(s +2) +2A(3)A(3 + tjv(e), 
on en déduit 


de | Lele +4) Hel — ele = Aa) + vie) ae) 
| ] 


[e(z +2) — w(t)][1 + u(z) 








d’où 

fan) w(z + t)+ ple) __ı1+el2) A(z rtv) — At)v(z+ Et! 
IT mare) p(s) (ae sul) Fale) viz +6) 
ou | | 
av BRU) wl — 6) Ha) v(t) —Alı)» 


el@ ale) 1 ala 2) A(s)v(r)+2(e)v 5 
5. Les formules (1) et (2) donnent par la division 
(18) vi(z +t) _ p(t) +t Alt)y(a) 
v(2— t) p(é) —FA(e) via) 
d'où, par un échange entre z et /, 


vi(a-+ 1) __ pls) +f A(z) v(é) 


v(e—z) plz) —fA(z) v(e) 
ou 
_ plz) + iAlz)v(t) 
(19) v(z+M)v(2—-1)= ein 
Cette formule (19) peut s’écrire 


1+ém(z)v(t) 
1—tw(z)y(t)? 








v(eté)y(s—t)= 
ew ° @” . 9 . 
si l’on y fait tendre z vers — il s'ensuit 


a’ ay! 1— y(t) 
(20) n(S4e)n(S—e) = Se 


Les formules (18) et (19) reviennent à 





118; ullam + 1)2] _p(ms)+i(ms)ol(m+t)a 
Zu v (2) e(mz) —iA(mz)v[(m-+ ı)2] 


u mm] Alm arms 


_ lm +1)2)+iM(m + 1)z]vlmz) 


— 3} v(a+4)], 
= — À(2)[A(2+t)vft) + Aes ls + Oj), 
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6. La formule (19) étant 
Qu(z +4) + (a+ ]Lu(z— 6) + is 1)]= nt 
équivaut aux deux suivantes : 
| _ #2) — (s)# (4) 
\ ps + tel —t) —Az+tj iz — 4) = (2) + %(z)v(t) 
A(z) v(t) 


| u(z+t)Az2 —t)+ulz— t)A(z-+t)= ESC OPITÉ 


(2r) 


De même la formule (18) étant 


[u(t) + éA(e)v{3)} 


[wis + 0) + ae + late) — Als en (2) 





se dedouble en 


p2(t) — a(t) w (2) 
| Para Ne rev)” 


“(2 
‘ a) 

ay(t)d(¢) via) 
| Bl +4) Ms + ar = ee) 


(22) 


? 


et de ces quatre formules résulte 


1 — A(z) — Mt) + h202(2)) 
u(z+t)u(z—t)= en en LAU 
A(z) — (4) 

(a) + Pls) (0) 

_ py = el@)Ala)v(e) — (9G 

(a) + We) ¥*(0) 


ov — la) A(z) v (4) + p(t) All) v(2) 
RESON OS ea) Rare 


=F. 
a 
A(z-+ é)A(z—t)= 
(23) 
(B+ Ee) A(z 





’ 


Expression de u, (2 + ¢). 


7. La formule 





prise sous la forme 


(a, = via) 
(2) + (ay v0) 
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accuse que la fonction de z 


v(3) + kt A(z) u(t) 


’ oy! 
sannule pour 3 = — — 4. 
2 


Comme l’on a 


ou 


la fonction de z 
y(t) — hi a(t) (3) 
s’annule également pour z = — — — 4. 
2 
Il s’ensuit que la fraction 


y/2) + hiA(z) alt) 
vie) — Arie) le) 


9 


dans l'étendue du parallélogramme qui a pour sommet le point (z= —!) 
et pour côtés ses deux périodes w et 2w’, a pour zéros 


or! ov G) oy 0 
2=——t, 2=>——tl+o0/+ -—=3— + - —- 1, 
2 2 2 2 2 
et pour infinis 
' , ? 
6) 3 6 0 9) 
t= — — —t +20 =-0—-t, z=—- — — tte + - —=— +--—1. 
2 2 2 2 2 2 


Comme, dans la même étendue, ce sont les zeros et les infinis de 
2,(2 + 2), il y a lieu de poser 


u,(3+t)— A 





(1) als +O) = 6 ki etz)’ 
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vil) + hidit)uiz) 


u Bale +e) = Faiz) le)” 


| __ (3) + hi t Ala) alt) 

2) Bl?) = TT aa) OX 
| v(£\—hiaA(t)u(z) . 

Ble = TE EST TETE wld) 





8. Consequences. — La formule (1), écrite sous la forme 


[v(2) + Ai A(z) wlé))[vie) + AE D(C) (3) 
v(t) + AN (E) (3) u 





y(3+t) +hta(s+ t) = 


se subdivise en 
v(z) v(t) — hr A(z) (a) A(é) p(é) 
vit) + h22?(t) p(3) 
A(z) 2(é) v(t) + Alf) ulz)v(z) 
v(t) Hirt) ? 





(3) v(3 + 4) — , 


(4, A(z+1}= 


ce qui, au cas de g=1, est 


y(z) v(t) — 7 ri (8) 9 (2) 


sr HERO TE Re * 
Ky A(3) (4) + A(t) (3) 
4 N = RU” 
et de là 


v(z) v(t) +A A(z) p(z) AO w(e) 
v(t) + Rues) 


(6) RR = Als) Bt) vl) AO (2) (0), 


(5) v(3— 4) — 


v'it) + AM (1) p(3) 
9. Par {r) et (2) ıl vient 
2y(4\ 


v(2) —Kiilz) ple} 


| pis+t)— plz =f) = Lord 


m(z+t)+p(z—t) = 
(7) 
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d’où 
_ av(t)v(z) 
(8) ET NS re 
eve 1) = 2 Ma Ale) A (0, 
(3+4)—v(2—1)— (a) + PI(3) 22 (0) 


et d’autre part 


et 


(9) viet) te aA) let) Meg )kere) ple) rade) ale 


(10) 


[v(z + £) +u(z — t)]y(z) + [A(z + ¢) + A(z — LM A(z) w(t) = 2 vit, 
[v(z+1)+v/3 — é)] A(z) ale) + [A(3 + ¢) + A(z — ¢)]v(s) = 0, 


\ [v(a+- ¢) — (2 — e)] v(z) + [Az +5 —A(s— 0] h? A(z) p(t} =0, 
40. De même, par la formule (1), on obtient 


( v/z t)y(t) + h?2(2+ ¢) A(t) w(z) = v(2), 
(Az + e)u(t)—v(z+ e)AlE) p(z) = Als) (ti; 


d’où, par le changement de ¢ en — ¢ et de z en z +2, 


v(3-+ ¢) =v(z) v(t) — A2A(z) A(t) p(z +), 


un A(z +e) w(t) = A(z) v(t) + v(z) A(t) (z+), 


dont la dernière peut se changer en 


A3 +t) ul) = 2{e) w(s) + v(t) Ale) (3 +O) 


formule (13) du numéro précédent. 


La premiere des formules (10), par un échange entre z et ¢, étant 


v(¢) = (3 + t)v(z) + 22(3+0)2(5) ut), 


on en tire, avec la première des formules (11), 


(12 


d’où 


~~? 


v(2+t)+o(e) _ rtviz) Aal +) —Ae+ Nule 


+000) Tv) a(jA(s +6) FAAS) 
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). 


) [v(s + ¢) + v(t) }[t—v(z)]= AP A(z)[A(z + 2) w(t) — Ale) els + ¢)], 
bear) — v(t) }[1-+ v(z)] = — At Ala) [A(z + 4) w(t) + Ale) ela + N), 
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OU 
13) viz) + y(t) _ 1+y(z— t) A(t) p(z)—A(z) p(t) 


y(z)—v(t) 1—v(z— 2) At) p(s) A(z) pe) 


11. En divisant l’une par l’autre les formules (1) et (2), on obtient 


u pale 0) v(t) + RO (a) 
ets) — (4) Wea) p(s) 
d'où 
miz+t) _ v(3) + hi A(z) pt) 
Pit) via) Fi D(a) w(t) 
ou 
15: a (2-+ tete t)= "+ AALS) Ble) 


v(z)— Aral) ed) 





, yiz d oe 
Comme l'on a 22 = u(t + 2), celte dernière formule peut s’é- 





hi d(3) 2 
crire 
6) 
p (= +3) + u(t) 
wot ll) p(z—-—t= 7 , 
all _ \ 
«(@ +2] u(t) 
d'où 
. Ay ay 1— ul! 
6) a (5 +0) Ms (=) =e. 


Les formules (14) et (15) peuvent se prendre sous les formes 
vifiam+i)z) — v(mz)+hidl(mz) [im +1) 2] 
plz) — y(mz) — hkiimz)ulim+1)2]’ 


_ v[{m-+ı)2] + Aid[(m +1)2])a(mz' 
Pliam +1)z]p(2)= y[im +1) 2) —AhiaAl(m+ijz]pimz, 


12. La formule (15) étant 





| op: pr en Pla) + Atala) pl ey 
[vist i) + ADs + lb + kOe — = aaa) wae) 


comprend les deux formules 


as y2iz\— Ih?) 2) "LITE 
viet ois 8) Us + het) en 
° Pa NU 4 


| __ 2A(shr(sip(t) 
viztl\Alz—l}+ Va 0) hist) = pn) 
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d’où, par un échange entre z et 2, ce qui revient à opérer de même sur 
la formule (14), 

y(t) — hit) w(z) 
ft) + AE) pia) 
2À(t}v{(t)r(3) 
v(t) RCE) pea; 


yiz+ t)yv(z—t)+h?Alz+t)A(z—t) = 


—v(s+tt)A(z—t)+ v(2—1)A(32+ 1) — 


et de là 


— 1 At (2) — Feat) HAPs) a(t) (3) — At p(s) (es 
HE = — era) ta) Pa) wl, 
%(2) — 23(t) 
v?(z) + k?28(z) p(t)” 
A(z) v(z) w(t) — A(t) v(t)m(z) 
v?(z) + A? A(2) ale) 


+ As) »(a) ple) + AL) v(t) ela) 
yviz—f)A(Z2+t) = + PEt , 


.z+t\))z - = 


viz+-t)\ 3 —- = ; 


Il est à observer que l’on a 
pr (z) A(z) v?(e) = p(t) +R (et) (a) = (3) + Riz) wr) 
= yt (£) h(t) ps = ı— (3 delt). 
Expression de h,(z + ¢). 


13. La formule 


peut se transformer en 


d’apres quoi la fonction de z, 


y (3) + kpls)a( 7 —t) 


s’annule pour 


24%. 6 __& i ou G) ov 
2 4 4 
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G) 


4 


CRTC ES 


on voit que la fonction de z 


(7 — ) + kp (7- t) aa 


’ oy’ 
sannule par z = — — 4. 
2 


Puis, comme, en changeant z en t, ona 


Il s’ensuit que le rapport 


y(2) + ku(2)A (9) 
(7-0) +kp(z — ) As) 


qui ao et 20’ pour périodes, présente dans le parallélogramme (w, 2’), 
ayant un sommet en (z = — 2), les deux zéros 

3 = +— —(t, 22 Swe 
2 2 2 2 


et les deux infinis 


d’où l’on conclut 


A(3+t) = A 


ce qui, pour z = o, donne 








M (4) = A —— 4 I a LAC), 
ar =) N) 
c'est-à-dire A = ı; donc 
(a) + pis) (2 —1) (+ ku(t)a( — 2) 
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ou 
' __ v(z)v(t) +h (3) 2(2). 
Wr A+ SFA x] 
de là 
Depot __ the AZ +4) 
EINS Fl (B40) +h a( 340) a 
(2) | 4 4 


| (gm) Rn) a 


Remarque. — La fonction 


(+) = Vi nt 




















14. Conséquences. — La formule (1)' étant 


z\v(tij +kulz)alt;j)[ı —ArlziAlt) 
vz+t)+ Ar +l)= ELLE A nn AG 


se dédouble en 





va) v(t) — A? ola) A(z) ele) Ale 
| | __ p-(2) p(t) A(z) Ale) v(z)v(e, 
PEN elle CENERECS 


formules déjà trouvées. 


15. La formule (1)’, donnant 


1 Wen te A(z) 2(0)j 
A(Z+t) v(a)y(tjtA p(s) pt 


ou 
? 


§ 


k'{r+ kaA(z) Ale 


y(z-+t)—hkyp(s+ ¢) 
h! y(z) v(t) +h p(s) ale: 


— 
7 — 
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peut se transformer en 

a Wr) A) 
4 M+ = Tayi ale) al) 
d'où 

ay EG 


BETTEN TOUR 
ce qui mene & 














, (Me) N een 
| (z+ t)—Alz— = pee: 
d'où 
He ST RE A 
IR PSP EE = en 
Ds. aaa 


formules obtenues nrécédemment. 
16. D’autre part, il en résulte 


vi2+t)+viz—tilu(shv(t)—hfu(z+ fj) + u's —tjjulzju(t} 2h”, 
mars }-+ pis — et) ylaiv(t)+[v(z+ ¢) + 9(3 —tluisz) mt) =, 


v3) v(t) —A?[u (z+ ¢)—4 z—t)) p(s) w(t) =0, 
\ nn t)]y y(zjy(t;—[v(a+ é)—viz—et] p(s) uit) =— ah" Ala} die. 


17. Par la formule (1)’, prise sous la forme 
Mist L)AT [1+ has) A(0}] = viz)v{t + hutz) u(y, 
on obtient 
in) (vz+t)+lRruiz+t)Xzı t)=viz)v(t), 
L slus+t)+vis+t)Alz)2 0) = uz) p(e), 
formules déjà trouvées. 
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La même équation (1)’ donnant 
v(z rt) huizrt) Kiki) 
h' _ u(3) y(t) hy (2) ple) 
ou 
[vist 4} — I plz + t)][ylz) v(t) + kp lz) u(e)]= 4 + Ars) Ale)]. 
il s'ensuit 
v(z+ t) v(2)v(t) — Aus + tiu(z)u(e) =k", 
v(3 + t)p (2) u(t) — ps + t)y (z}v(t) = AP A(z) ait). 
Cette dernière formule, quand on y change ten — ¢ — z, devient 


v(t) (2) a(t + 2) — p(t) v(s)v(e-+ 2) = — hr (2)d (t+ 3), 


8) 


(Pou, par un échange entre z et, 
viz)p(t)u(t+2)— p(s)v(thvlt+ 2) = — AD (LA IE + 3). 


De ces dernières, on tire 








(9; [wlz)yit) + u(t) v(a)][ p(s + 2) —v(zt J] — 400.3) +A) is ee, 
© { [alaty Mut) zZi[uiz +) +v/z+)=—MDi 71) +8), 
d'où 
V0) A(z) +Ait) _pis+t)—vis+t) p(s) v(t) +p(e)v(z, 
i ; { 


ce qui, rapproché de la formule (15)’ du n° 3, conduit à 


va—t}+uis—t) plt}viz]—-v{é u(s)  piz+t})-v(z+4t) p(zlvit) + uiliviz) 
221, — (3 —- Qull)v(z)+tvil)ulz)  uis+t)+y{z—tip{s}vit}— ui ya) 




















(11) pisivit — lO v(z) _ Ra tl—v(s-t)p(stt)—vs+e 
iz)vit)+u(t)v(z) | Biz—t)+vViz—t)uls+t)+vis+t: 





18. Les formules (1)' et (2) donnent par une division 


A(z+t) _1—h2(z)2(6) 
A(z—t) 1+ kA(z) A(t) 





(12) 


La même formule (2) pouvant se remplacer par 


ı _v(s)v(t)—Fu(sluit) 
Mat) Wr h da A] ” 
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il s’ensuit, avec la formule {1 , 


3 


ala ri _vizjvii)+hulz)ale) _ 
AUB) ls tz —t) vz)vlt)—Hu(s)u(t) — 


| 
o~ 
me “ ms 


d'où 


\ 
>» 
aE 
le 
& 
a à 
mn N. 
I | = ni NIE 
| 


| 
+ 
= 
IT 
En 
| 
~ m 
Su 
+ 
= 
= 
— 


>» 
oe 
| 
+ 
~ 
~~ 
> 
a 
DIE 
| 
~ 
ee 
| 
| 
= 
ed 
TT 
nN” 
| 
= 
> 
a 


Sous une autre forme, on a ainsi 

Lo A[(2am+1)z] _ ı— hAf(m+1)3]2(mz) 

EI OX) "TIFAlm+Tz]imz) 

ou : _ __v{fm+i)z]v(mas) + kullm-+ı)2] u(mz) 
13) am 1) 3] A(z) = vlimæ+i)z]v{mz) — Kp{(m+i)z]u(m>) 


On tire de la formule (12), en chassant les dénominateurs, 
2—t1)—Aul3— t)Alzj2it), 


vz+t)+h’a(lz +t)2{3)A(E) = 
als — t)—v(z — t)Xz)A(t) 


(a+ ¢) + (3 + t)A(z)A(t) = 


ou 
14) | v(z+1)—- v2 — t) = —APd(z)A(t\[u(z + t) + p(3— #1], 
| (3 + ¢) + v(z—e)] A(z) A) =— [us +) — p(s — 0), 
Vou 
viz +t) vs) pagar gay) BG + Frl 8) 
eee) eve) ee ae 
et 
a) [v(2+t4)+uvis—t)][viz +t) —v(z—t)] 
. Les p(s+t)+p(z—ti]{u(z+t)—pis—t)]. 
La même formule, u au préalable sous la forme 
viz+i)+hku(z+év(z—t)—hkulsz —t) _ı— kalz)Alt) 
| hk’ h' a+ Az) Ai)’ 
se dédouble, quand on y chasse les dénominateurs, en 
ren t)—h'u(s+t)u(z—# 
at + Kr AO Lu (a + D v(s— 8) — ala NH jahr, 
Bu u(lz+ 1) An -t)—p(z—tv(s + 2) 
+ A(z) A(d)[v(z + tüv —t) —A p(s + Op(s— Gl =—A As a(e’; 
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on trouve de même, par la formule (13), 


1 [v(s+t)v(3—t) +h? p(s +t) (sz — t)} (2) v(t) 
(17) — RCu(s+t)v(z—t)+u(s—t)v(s + Jus) me) = A v(z) vtt), 
D | Culs+t)v(s—t)+ p(s —t) (3 + £)] via) vit) 
—[v(a + t) v(z— e) +d p(s + ¢) p(s — t)]alz)uit)=M’ulzlule). 
Les formules (12) et (13), prises sous les formes 
v(sa+t)thp(s+t)v(sz—t)—Ap(z—t) _ _ (i= A Ala) ale 1 
he! k' ~ p— 793 (3) 228) 
viatt)+hyp(s+t)v(s—t)+hp(z—t)  [riz)v(t)+ kp(s)u(4)T 
k' k' vs) eus) wie) 


se dédoublent en les suivantes : 


| y(3+t)v(3—t)—hu(s+t)p(s—1)—=h" eae 
B(zZ+t)v(z—t)— u (2—0) v(3+1)=— Bee eT 
(18) { et 
, _ iv vlt + fp ue ) (z\ 2: (2) +A? u?(3) u°({ 
v(3+ 6) v(3—t)+ Pu(s+4u(3—t)—h = eR” 
(a) e(t)v(2)y(e) an(s) ple) v(a) 940), 


wiatt)y(s—t)+ u (s— {)v een Reed ı— 3) À (6) 9 


d’où l’on déduit 








‘9 num Fr à 
na + 6) v(3— 1) = eis)ale»(s) (fs) MS, 
p(s — t)v(s +t) = als) mle oie) oh Atalatg, 


19. La furmule 
v(2) + kulz)A (7 _ ) 


Te ma) 
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quand on y remplace ¢ par — 7 + 4, devient 


are) von tata 
(2e) + he (02e y(t) —kple)a(z 


C'est alors une formule où le second membre est analogue à celui de 





2 +3+1)= 
ho” u 


u(3)+ Az) v(t) 
error) 
Il s'ensuit 
1 CE __v(t)+ Fu(tjA(s)  v(z) + Æu(z)A(r) 
an) | (3 ++) =} —Tep(z) A(t) vie) — Kult) Az)’ 
t 


(2) — rule) Ale) 
by (a, À vs) dps) Ale) v(t) + mele) ala), 
| (= 9 +21) Te ate) = ole kate 














4 vid — kult 2 v(z)+ Apls\ a(t)’ 
d’où 
6) 
(22) u(— G+ 5+0) _ vie) + la) Alt) 
| (9 +3 ) v(2)— hulz)A(e) 
ou bien 


eo ee 








et 
[gern [Z-e a] 3 ee 


La formule (20), sous la forme 


2 _ (v(z)+ Ap (2) aH) [y (4) kuldA(z)] 
ù (- gr ) u (0 — At p(t) À(3) 


peut se dédoubler en 
Og gy my Med Ml) ele) MEINE) _ PO ECEZNIOPOLOLOR 
| +arı)= POV (3) — hs) NC) 


(2) 
oats) ae ME oO ee) A(z) v(z 1. (2) A(#) ve) + (2) Alz)v(z) 
| v(t) — hu lt) M3) v?(3) — 47p(3)2(4) 








S 
| 
I 
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.. e 6) k! e a 
dont la première, en raison de ce que » 7) = 7m revient a 


villa) va) — ew (z) dla) 


2) EE OS ayaa) wl aya va) ICE wey Aa) ela) 


Les formules (21) donnent par addition et soustraction 














P(t) — w(t) Ba) 


(26) er) Sem) 
“ a) 9) 2k À 
re) (es) one 
d’où 
dat ae hal Oe = to 
6 _ ahh! p(s) p(t) A(z) Alt) 
Ian) (+24) fes) = aT Hee 
«) , 2 3)v|2 
(gets) +e(- el) onen 


HIT |: 


+ 
u 


—1) =k 2(z) A(t) v(t) 


— p(t) 2(2) |»(-2+2+2)- (-7+2-0) = 2h' p(z)a(e) 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Mans 1877. 13 
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Par la formule (20) on a encore 


v(t) (- 2 a+ ) — h(t) (2) »(— 2 +3 +) = k'y!3, 
29) 

vie) a (— 2 +3+ ) — ple) Als) (-% rae ) =H pls) dit’, 
\ 


ou, par le changement de ¢ en — tet de z enz + 2, 

vit) v(—7+2)—Atp(e)a(st chp (—3 42) Sh’ v(z4-0), 
30) | 4 | 4 ) 

{ (e)u(—9 +3) - w(t) aa e)y(—F 42) EEE TTL 
et, si l’on change là zen? +3, 
v{t)v(z)=hp(t) (2 A(S +z+t)+4v(S rare) 
u (m derliree) 
{vie)ntal=n(e)oteia(S rae) mag ++ 0): 
d'où, par un échange entre z et ¢ dans la dernière, 

v(s)e(e)= mle) v(e)a( Ze a+ 0) — Wale) a (F424), 


De là, par addition et soustraction, 


| (ola) (0) + vn | 1—1(7 ++) |= — FR) +2()] (Z+2+4); 


32) « 
| Bielat)-»iWetall] ı+3( +241) |= — hz) —2(0)] 2 (Z+e+t); 
d'où 
| rg ++), 
133) A(z} + A(t) — \4 {a v(z) 2(t)+-yv(t) w(z) 
| a Tan y(t) u(z) 
Az) — Ait) br) v(3) Er v(t) iz) 


Comme on a trouvé 








A(z) + Ae) plat) — viz + 4) p(z)v(t)+u(t)v(s) 
Az) A(t)" plate) Hole + 2) wz) ¥(t)— p(t) v(z) 
_ v(za— t) + p(z— 1!) v(z) p(t)—v(t) e(s) 
va t)— p(s — tl) v(2) w(t) + v(E) 2 (3) 


il s'ensuit 
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v{z+t)—u(3 +4 gr) 
rar rag +a+) 

(34) ° 
"(3—t)+u(s—t) 7? (+++) [lalate tole) als | 
v(3—t)—pz—t) 141 (9+2+0) v(z)u(t)—v(t)u(z) 


La formule 


af Gr lamene| — vim + 1)3)+k ull + 1) 3] Amz) 





À 
et la suivante 


A, | - 7 + 


Ces formules 


(22) est, sous une autre forme, 





(-2+3) ~ vlim + 1)2)— A pl(m + 1)2]A(mz) 
4 


est 


-1)2]3. (- 2 + 2) = #(0at mms) Am ns) 
(2m - )2 fa ( 4 2) = z) — ke u{ mz) À [(m +1 ) z] 


(22), (23), écrites comme il suit, 


k v’ (3) Fp CE 10! 


betes rel) Conti) ple) ka) 


k' 


peuvent être 


x 


x 


Se 
LS 
TT TT 
BIS AE mE ANS 
+ 
8 
+ 
o 
Dr 
x 


Tr 


aa Tr (0) (2) 


dédoublées en 


Ed Er HENRI 
ee pe ee 2 e 
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d'où 
@ @ pr V3) + A?%(z) m(0) 
(-3+2+)) (+) =I (2) Ar pr (3) Pi) 
6 w pus MZ) — Rt) 
(36) wget) re) =P eae 
_® Ce NN pg MAF) AZ ACA + ut) az 
R pred) ( 7° ‘Jak (2) — Je (2) (2) 
_® Ce, pv BE) AZ) vis) ele ait) 
» ++) Ai q+? t) =k ag) — mel) 


20. Les fonctions de z et de z 





13 + (2+ 0) 

niet ons, SED, lerne), BERL, 
AZ +!) 
A(z + d)A(3— ¢), X(z—¢t) 


jouissent de la propriété commune de satisfaire à l’équation différen- 
tielle du second ordre 








EE Et LE 
| Ya St Y 
Soit posé 
_ yy ele) Aa) v(#), 
TINTE 
on en tire 
wog 2th is) ALE) p(z) mie, 
zs ° 2 = OF, LS tail 2 
[u(z)—éaA(s)v(e)f [u(z) — F(z) v(t)] 
d’où 
u, + u, = 2giuy(z +t), 
u,—u, = 2giuy(z—t), 
et de là 


Unit UW, 2giuv(3+t)+agiu,v(z+ 6), 
un +un=2giuv(z+t)+ 2giu,v(z +1), 
ce qui doune 
u”,—u,—2gi(u,—u,)v(3+t)}=—4guv(s+t)v(2—t}); 
mais d’un autre côté on a 


u—u,;, =— 4gru’y(s + tiv(s— 6), 
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d’où il vient 
us — ur 





" ” 
Us — Un 


L’&quation aux dérivées partielles 


= u(z+t)v(z— 1). 

Comme elle ne change pas, quand z et ¢ se permutent, elle est égale- 
ment satisfaite par 

v(3+ 0)  p(t)+cA(t)v(z) | 


LE Ci EE gr = ETES 





On trouve que, si l’on pose 
_ — a) TAs) et) 
w= (+ teste ET) ale,” 
en opérant d’une manière semblable, 


, 2gkiu(z)u(t) u _— 2gkii(z)A 2) 


u,  2erelzut) _, Fils) ul 


COLLE * Dekret] 
u +u, = 2ghiup(z+t), 
u, — u, = 2aghiu p(z— I), 
ww Un= —4gk’unls-+t)als—t) 
us — w=—4gkwpls+t)a(s-t), 
u—u, 
u 





" ” 
U, — Un 9 


de sorte que la même équation différentielle est vérifiée par 


Ze re or) 


puis par 
= ts + 0) _ vie) hE A(t) ple), 
Tnt) 5e) HAE) ale) 
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De même, en posant 


__Afs+t) _ı— kA(z)Alt) 
ht) 1+ As) A(t) 





il vient 
,_ —2kN{z)A(t) "oo 2k (3) (4) . 
“a Tr 240) "Tr AG) AG" 
+ u, = — 2gkuilz-+t), 
ul, — u, = — 2ghuir(z— 2), 


puis 
u, un =4g'htu (3+t)A(3— 1), 
u —u = 4gthtwd(s + t)A(z — 2), 
d’où 
Us — Uy 


u, — u = 
| {1 
3 7 ? 


c'est-à-dire que l’équation différentielle a aussi pour solution 
q 


(st) 1— A(z) A(t) 
ASE) rt A(z) A(t) 

Si l’on prend 

v(3)v(t)+ us) p(r) 


u — },(3 + (8 0) Fatale)’ 


il s’ensuit 


= mai LEI, ) p(t) v(t) u Eher v(z | 
pa Ariel’ [v(z) v(t) a(s) ale] 
each 


u,— uU, = — agkuid(z — 1), 


yuls 
| 3 


u, — u, 
u 





„ ” 
Us: — Un 


L’équation différentielle est donc satisfaite aussi par 


y(z) v(t) + A(z) p(t) 
THs + Aa t= POP TON) 
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Multiplication. 


21. Parmi les formules que nous venons d’établir, celles qui se rap- 
portent le plus particulièrement à la multiplication, quand on y sup- 
pose m entier, sont les suivantes : 


aim + 1)2] + fAflm + 1) 2] yl ms) 


_ ) 
(1) „Lamas m, | lm Fi)zlvimz)’ 
x yl(ama-1)z]) u(m>z\+ikmaz)y[(m+i)z] 
=) vi(3) — alms) im) v[(m -+- 1) 3] 


(mz) + tA(m2)y(mz) | 


(3) n(2m3)= u(mz) — iA(mz)v (ms)? 
, y[(m + 1)2) + ktA[(m+i)z]u(mz) 
(x) llama) = tr 2) hia me 1) lm) 


w[l(2m +ı)z] _v(mz + kirlmz)allm + 1)3] 


| | Aue m 12] 
(2) lu (3) ~ v(mz)— kii(mz) pl(m + 13] 
| v(mz) + kiA(mz)u(mz), 
(3) mms) nz) de ime) wma) 


__vf(m + 1)z|v(mz) + kullm + ı)z]ulmz) 
 vl(m + ı)2]v( m3)— kullm-+ ı)2]u(mz)' 
Al(2m+i)z] ı— kilmz)ıl([m-+ 1)2] 








(a) (2)  ı+Krmz)iAl(m-+ ı)z]’ 
(3)” A(amz) = 2 ims) + helms) 
v(mz)— kp mz) 


En appliquant de proche en proche ces diverses formules convena- 
blement, on est conduit à des expressions heureuses des fonctions v,, 
Lu À, et, par suite, des fonctions A, u, v des multiples consécutifs de z. 


22. D’abord les formules (3), si l’on y fait m = 1, donnent 


2{(2\ 1 fu? 
(oz) = V2 + À HU) 


Kit kr] 





p(s) +E A(z) v(z) __v(z)+ ki d(z) w (2) 
Een IT EEE ECO} 
d’où résultent 


pe — y __ 2Apv u ht)? 
p? + xy A(23) En v(22) T7 y? + Eu Rea 








2) p(23) = 
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et l’on a 
3) w+ By = y + Au — — 1’. 


Alz+t) _1—Kalz)Ale) 
La formule Mig, Than donne encore 





ı+kı—kYl2) 1+hk à (+ +3) — A(2) 


4) A (23! = = 


1+ x #13) + N (= +2) + As) 





_ __ v{2) y(t) Free t) 
et la formule d,/2 + ¢)4,(2 — ¢) = Em ‘t)— kulz) p(t) 





4y 2, (az) = 





On a ainsi 
yiaz +kulaz) _ (+3) 
tk (a(S +2) +) 
d’oü 
(+ 
P+) 


de la. par addit:on et soustraction, 








2 w 2 
y(2z —htu(as)_? (= +2) + (2) 
An ee 
5) 
Mar) 
. mi y(223 + u(223, = 
are ET) 


\ 
23. Faisons m = 1 dans la formule (1); il vient 


u(23, + iA(2z) v(s) 


Bee Fag) Nazjvia]: 


Cr 
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d'où, en usant des formules (2), 
yp, Luz A+ ap 
(6) (33) = Ir m — Vy — aidpy 


On trouve, de méme, par la formule (1)’ et les formules (2), 


— hep? + akilypt 
UT — a kil” 








(7) p(32) = (9 — ki) © 
et par la formule (2)” 


(8) 1(33) =? thy ı—hiAaz) vtkp w+ — all 
A’ Has) MM w+ dv Lohr 





De la formule (6) on déduit 


m ey + 4)? y 
_ a (pi + By} — hay 
=F ae + ZT rn” 
__y 4piv? (yu? My) (Av) 4Mp'v 
A(3z) = A (ue — y} + 4% u 2,4 
Au? — (u? — y} … Aut? — (pu? + Aty?)? 


p(3z) = 


(9) 


Par la formule (7), on a 


(y? _ Ru) — 4k y ut + AR u? (v? _ he}? pu?) 


v(32) — Ÿ (v? — he? }? p2)? + hk? y? pu 
_, (v? —_ he?}? y?)? u LA UE, (v? + kh? 2? 27)? _ Aled ps | 
(9) RP) ve WR HA 
ano 2 CR VE fate av + eee) 
(v?— Ru} +R Oy? — Ru) SiR 


et par la formule (8), il vient 


(+ un) — 4h et (p2— y} + Ak we 


(32) = 97 pq — rs yea ur 
(9) (a? + Av} — ANY (po? — Myth — 4h 


PS) = PO ayy re Tu Gh 
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(ue 


Remarquons, d’après ces résultats, les égalités suivantes : 


2 _ A? y?)? + Ad pe y — (pe? + A?y?)? _ § hd pty? 
— (y? — h? 2? pe) + 4k dty7 pu — (v? + he}? ue) — 422 pui. 


24. En faisant m = 2 dans les formules (3), on obtient 


(42) = (23) + 1 À(22) v(23) _ (2? — Aty?) (ue + Ay") + 20 (y? — FX) 
(22) — iA(22) v(22) (pw? — My) (ut + My) — 27duv (y — FX) 
__v(23) + kidlaz)a(22) (vy? Ai) (v8 + Xp) + à fiuy (a? — y) 
Ba (42) = v(22) — kiil22)u(22) (v? — tv) (y + Kir) — ahi apy (m? — dv?) 
(da)? (22) +kplaz) (Ru) + he (pe? — Av) 
k’fı +h 23(232)) Alle Ada)? + 4k uw] 
ı+kı—krlaz) _ u ‘2 + My} Aha 


= y 1+k)'(23) (pe? — dv)? + 4k? go 


d'où 
(pt — Mv? — 822 pty? (y kp 2) 
Hd) = Oe Arm 
_ A Apy (pt — y} (vt — Au) 
M43) = Tr mr ee ee 








vig) = el A eee PRE, 
X42) = pie een 
vo IE ia Me 
eS hey Seep 


111} 


De là ressortent les égalités 


(2! _ À‘ vi }? + 4 A? uv(y _ A? Ta (ut — A604 pt} + 4 he?) pu (pe — y} 
= (+ fu) — 164) pty. 
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25. En faisant m = 2 dans les formules (2), on obtient 


/ v, (53) =y (22) +iA(23)y(33) 
(23) +iA(22)v(33) 
— (pin) (EB) (at + pty) 2 ur RP + GA] 
(2? — y) [ (2? — y + A Py] — ae Ay? [fe— a + 4e KA ur] 
__,, v(22)+kiAl(az{u(az) | 
p(Ss)= py v(23)— fi (23) p(23) 


12) . 
_ ly + ki) Warp kh Au?) + Ah? dy? p'| + ahiduty [(u? _ Mvp — LRU 
AN) — kh? Aa)? + AV) — 2 ki y (er — y) — Gh A] 
1, 183) — 1—ÂA(23)à(33) 
(9a) =) 1+ kA(22) (32) 
Vu (pet Dy?) [pe + dy?) — fhe rv] — 2h ay [4 ety? — (ur — Ave’) 
ho (wt BY) (pe? + RVP Ge py] + ak py [4 (= dv) 
et de la pour A(5z), m(53), v(5z) des expressions vü le dénomina- 
teur, qui leur est commun, est une fonction paire par rapport a À, 
ap ou ay, et où les numérateurs sont les produits de fonctions ana- 
logues par À, p, v. 
26. On aura ensuite 
__ p(32) + 6 A(33)y (32, 
w (62) = 152) iA (32) ¥(32) 
(63) = 2132) + At A(32) m(33) 
HOT, (33) — Hi A(3z) (323; " 
_w(323)+ ku(32 
M(33) = CITE TETE 
de sorte qu'en posant 
1(3)= A5 n(33)= D: y!33) =e, 
on obtient 
BD +2AvAC CD + Fi Au AB 2? + kuB: 
13) ¥(62)= "epee? Al cia 


yCD—kilwAB? "(65 = Dar” 
14. 
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expressions où les termes sont du degré ® en À, vw, v, et d’où l’on tire 


BD: — Av? A2C? _ u? BD? — Jay? A:C: 


| { — PU TAVAU = 9 
(62) py? BD? + A2y? A2C? D‘ _ RN 
2 Auy ABCD 2Auv ABCD 
( = SSS PS oS SS SS 
(14) A(6z) py? B?C? + A?y? A? C? vy? C? D? + AA" u? A? B? 
y (62) _ CD? — 43} u? AB! _ yC2D? — k3 Xp A? B? 


= 70D + PEAR DHEA 
de sorte que 
u*B:D° + À'y' A2C2 = y CD? + k? Dy? AB: — D' — k? At AS, 


Pour former v,(72), &ı(72), A, (72), on emploiera, comme pour 
v,(3z), (33), À,(3z), les formules (1), (1)’, (2)”. 

= En continuant ainsi à se servir des formules (5) quand r sera pair 

et quand n scra impair pour v, (nz), x, (rz) alternativement des for- 

mules (1), (1) et des formules (2), (2), suivant que n sera de la forme 

4p —1 ou de la forme 4p +1, et de la formule (2)” pour À,(nz) dans 

les deux cas, on s’elevera de proche en proche jusqu'à telle valeur 


de n qu'on voudra. 


27. Il ressort des calculs que, au cas où n est pair, les expressions 
de v,(nz), u,(nz), À, (nz) sont des fractions dont les termes sont des 


? 
fonctions paires du degré — soit en A, soit en u, soit en y; les deux 


termes sont conjugués dans les expressions de v, (nz), u, (nz); puis les 
valeurs de (nz), (nz) ont leurs termes du degré n? paires en X, ou y, 
ou v, et ont le même dénominateur; mais celle de A(nz) avec ce deno- 
minateur a un numérateur du degré n?—1 qui est le produit de adpy 


2 
par quatre facteurs, du degré (2) — 1 Si - est impair. Au cas où n est 
impair, les expressions de v, (nz), 2, (nz) sont les produits par v, et a, 
I I 
ou par — et PR selon que n a la forme 4p +1 ou la forme 4p — 1, 


par des fractions ayant pour termes des fonctions entières paires en À, 
ou x ou y conjuguées l’une de l’autre; et l'expression de A, (nz) est 
toujours le produit de À, par une fraction analogue : de sorte que 
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‘vy, (nz) est une fonction rationnelle de v,, u, (nz), une pareille fonction 
de p, et A, (nz) l’est de À, En outre, les valeurs de \ (nz), u (nz), v (nz) 
ont un même dénominateur du degré n? — ı fonction paire en À, ou y, 
ou y à volonté, et pour numérateurs les produits de fonctions analogues 
respectivement par À, p, v. 

__ D'après cela, quel que soit n, p(nz) et v(nz) peuvent s'exprimer 
rationnellement, la première par u(z), la seconde par v(z); le déno- 
minateur y est une fonction paire de x ou de v, le numérateur une 
fonction de même parité que n. De même, quand r est impair, A(nz) 
est une fraction rationnelle de À, ou le dénominateur en est une fonc- 
tion paire et le numérateur une fonction impaire ; mais, quand n est 
pair, le numérateur est le produit de Auv par une fonction entière, 
paire en À, ou p, ou y, à volonté, du degré n? — 4. 


28. On peut, en suivant une marche analogue, obtenir sans facteurs 
étrangers les expressions de 


v(223») (23), (23,); 
d’où celles de 
A(23), m2) v(23), 


xs, désignant la somme 3, + 2, +... + 2,4. 
D'abord, nous avons établi les formules 


__ (31) + 1A(2,) v(2:) 
yy (3, + 33) = Nele) 
Ps (3, + 3) = vy (31) + ht A(z,) u (33) 





v(3) — ki A(2) u(z,)” 


_ ala) (3) — A(2ı) Az.) v(zı)v(z.) 
Kara) area) 


__ Hz) v(2ı) A(z:) + & (22) v(3:) A(2.) 
À (3, + 2) = HH All TE on Ale NO ON) (5) ’ 
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Ces dernières formules peuvent se représenter par 


L; (313) 


M, (3122) 
1, (2,3:) 


Ais, + 3) = D,(@2) 





£(3: + 32) = 


le degré de chaque terme se marquant par son indice. 
Cela posé, les premières formules donneront 


u(3+23)+12(3 + 2) v(23) 


MERE RE Qu EM as) var + 2) 


_ (3+ 2) + hiad(z, + 23) 2 (25) 
Bs (i a+ 3s) = v(3)—hkiiz)e(s +2) ? 
_ vlt 9) v (ea) + A eles 2)plz), 
Ai(81 + Ba + 23) = he’ [1+ k Az + 2) (23 ? 
il s’ensuivra donc 
M,(2,,2;) + 1 L5(2,, 3s) » (3s) 
y, (3, + 2: + 33) = ~ p, (4, 2;) (zs) — El (213 22) À(2) 
N, (2,2) + Ad L,(2,,3,) u(2;) 
Dy (21,32) v(2;) — Ai M, (2,, 22) (Zs) ” 
N, (31,33) y (35) + kM, (2,, z,) plz) 
Ke (D, (41, 32) + kL,(2,2:) A(z)] ” 


wi (Zi Z1 + 33) = 


À, (3 +z+ 33) = 


et de là 
1(2,) M,(z:,3;) N. (2,2) + p(23:)v(33) D, (31,32) L,(2,, 32) 
Dal + Na dE) — 


(3s) Ma (21, 32) De (21, 32) — A(3s) v (3s) Ly (31, 32) Ny (31,22) 
D, (2,, 2329 23) 


y(Z3) Ny (2, 22} Dy (31,32) — A? A(Z3) m3, L,(z,,2;) M,(z,,2:) 
D,(z,, 27 z;) 


(zZ + Sot 23) — 
LU: 3 + + 23 ‘= 


vis, + 2: + 2;) — 


et ainsi de suite. 
Quelques remarques sont à faire sur ces expressions. 


v(3,+ 3) = pigs 


3:) 


__ Ia(2., Say 23) 
zu D, (2, 32, 22) ’ 


_ M,(s,. FPE z,) 


Di(2,2.,3;) 


__ N, (z., 259 2;) 


% 
D, (3,, 22, Zs) 


Dans v, (537), 41 an)» As (San), les termes sont du degré met = 27? 


dans p.(Gon) et v(Son), ils sont du degré (an)?, mais dans (0) ‘le numéra- 


teur est du degré (2n)? —1. 


Dans les expressions de v,(c,),14,(o4), A(au), quand? n ‚estimpair, si est 





de la forme 4p — 1, le dénominateur est du degré - 


+ 1, et le nu- 
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mérateur du degré n= Zu et si n est de la forme 4p + ı, les numéra- 


ni i 





teurs sont du degré © - +1, les dénominateurs du degré —— 


Dans celles de À(c,), ua), » v(o,), le dénominateur qui est commun 
est du degré n?— 1 et les numérateurs sont du degré n°. 

Notons qu’en faisant dans ces formules diverses 2,==-2==2z,—=2,=..., 
on retombe sur les valeurs précédemment obtenues pour v,(n3), 1,(nz), 
A, (nz) et‘ (nz), p(nz), v(nz). 

La même marche du reste réussit, avec un égal succès, quand on 
l'applique directement aux formules ordinaires 


Aa) ala) vas) + Aa) (3s) (2) 
1 — AS) V2) 
) 


Bi + a) = “el ST 2), 


(2) v(2) — AP A (31) (31) Az) plz). 
ı — he )?(3,) % (2) 


2, + 32) = 


v(3, + 3,) = 


soit qu’on veuille calculer À(6,), 2(¢n), v(o„), ou Anz), u(nz), v(nz). 
Par exemple, pour les dernières expressions, si l’on pose d’abord 


A(22) =, u (22) M, y(22) —N 
N 


D, D, 
on aura 

113 _Ma2z2) a(z)v(z) + A(z)u(23)v(22) _T»Diev+IMN _L, 
(32) = PM) Maz) DM VW 
u(3 (23) (3) — A(23)v(22)A(3)v(z) _MDa—%LbN — M, 
D Pre) CLE,” 
32 __v(22)v(z) — h*A(22) w(23) A(z) u(3) _NDv— Arul,M, N, 
188) pre) CDP RLY 

wv 1 2L,M.N,D, . __ Lu 

= EL m 


M?D: — L’N: M. 
= = pe 
N:D:—ÆL'M: N, 
AE oe D 
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et ensuite 


153 = ABzlrla2)viaz) +23) u(83)v(33) _LMND, +LM,ND, 
a 1 — A? (33) (22) — DID? PET 
(52) 32 (22) — (32) v(3s) A(azv(2z) _MMDD — LLNN, 

7 ı — 792132) N (28) =) 

v(52) = v(32)v(22) — k2A(33)À(23) (33) (23) _ N,N,D,D, — #L,L,M.M, 
a 1 — kh? )?(3.3) (22) —p) n- 


En général, au cas den = an’ +1, 


__ 2D, :L,,M, oN: — Lowe 
Mans) = RES Dew 


Dies M;: — L'N: — Man 
2223) = —  —— 
r ) nt — ke? Lis — De” 


Dat Nas — 4° LM, Nes), 
vi2n2) = 
( And — PL — Dim’ 


au cas den = an’, 


2D.:L, :_, MN, — Lex) 
GR =D els Den” 
_ D:,M}, — Lies Na: — Man 
p(anz) 7 Dan) — Dem? 


. _ D, N°: — h'L'ss M» — Nom, 
y(ans) = Deus Desa 


puis, au cas de an-+1=4p—1, 


| Leng Dép) Mat Nat + Las Dar_ı Moss Nas? Lemay 
(an + (a+ 1%)—1 L'(n3-1) nt LN, Milan)? AN (nyt)? (304-1) ; 
\ 03 D; Diary: — he Lins 1)2—1 Lis Dons 


p(an +1) s= Dis Dear? Mary Maz — Loti) Newsy? Las Net Meme)? 
Dani Do 


D._, Dar): Nenzıy2 Nas — À Los Mary LoM, _ N mrı)3 , 


vian+ı)z= 
Den) Dern 
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et, au cas de an +1 = 4p+1, 








Lines)! Dua+-ı M,: Na + Lis, D M (as)? N (nt)? Lem+i)t 
ian +1) 3 = ZH ln re ne en eS mr). 
\ Nur, t_4 D: — h? L.:_ı Lars Dongs) 
D De A) M nat)? — Lens Le Lia N (nat)! N.: M: cn+-')? 
2rn+ 1) 3S —— | ——— 
F ' Dons)? —! Desay? #1 
y (an + 1) 3 — D.: Dart N,: Naar? — h? Lone)? La Mo Ms _ N mar): . 
Done? —! Dé 


Sur les expressions de v,(nz), u,(nz), d,(nz) en fonction de v,, 
de u, et ded,. 


29. Lorsque n est impair, la valeur de v,(nz) est, comme nous 
» I 

l'avons reconnu, le produit de v, ou de —- selon que n est de forme 
t 


4n'+1 ou de forme 4n’— 1, par une fraction ayant pour termes des 
fonctions entières de A, x, v, qui ne les contiennent qu’à des puis- 
sances de degré pair et qui ne diffèrent l’une de l’autre que par le 
signe de z. Cette fraction peut, en conséquence, s'exprimer rationnel- 


lement au moyen de v,; si l’on y remplace u, À par AU + 2), lm " , 


on peut passer d’un terme à l’autre par le changement de v, en - — 


Si les termes se ramenent à être entiers en v,, ils sont du degré n° — 1 
et des fonctions paires de v,. L'expression de y, (nz) présente les mêmes 
particularités à l'égard de u, Quant à celle de A,(nz), elle est, pourvu 
que n soit impair, le produit de À, par une fraction analogue expri- 
mable rationnellement par 4,. 

Mais, quand z est pair, les deux termes de v, (nz) dépendent de v au 
premier degré; l’expression n’est plus susceptible d’être rationnelle 
en v,. Il en est de même de p, (nz) à l’egard de u, et de dA, (nz) à l’egard 
de A,. 

Ces faits sont aisés à confirmer ou à établir par des considérations 
directes. 


30. De l'expression de v,(nz) en fonction dev, et cas où n est impair. 
— Comme la fonction v, (nz) admet les périodes élémentaires w, 2w’ de 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. — Avatt 1877. 15 
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v,, elle peut s’exprimer par y, et sa dérivée givv, sous la forme 


B + Cgivy, 
ae | 


vy, (nz) = A 


A, B, C désignant des fonctions entières de v,. 
° . G) 
Mais, si s se change en w’ + = — z, v, ne changeant pas, A, B, C 


restent les mêmes et la fonction v, (nz) ne change pas non plus. Comme v 
change de signe, il faut avoir C = o, ce qui donne 


>| © 


v(nz) = 


Déterminons l’expression par ses zéros et ses infinis. L’expression 


oP , , a)’ 6) . 
générale des zéros de v, étant a= (4p +1)- + g= celle de ses in- 


finis © == (4p —1) 2 + g = les zeros de v,(nz) sont donnés par 


a= prior Le, et ses infinis par a 4p= no w 
an 2n an 


Considérons pour v,(nz) et v,(z) le parallélogramme commun 
(w, 2w'). Tous les zéros de v, (nz) compris dans ce parallélogramme 
répondent à des valeurs de p égales ou équivalentes suivant le mo- 
dule na p —o,1,2,..,nr—1, et à des valeurs de g égales ou équi- 
valentes à 0, 1, 2,...,22 —ı; ce qui en fait le nombre égal à an. 
Il en est de même des infinis. 

Comme l'on a 


! , / / 

6) 

Paw + + Lo+ Pau + 2 + Low +, 
n 2n an n an 2n 


/ n —1 , 
parp+p=——:q+g=n,et 


_ 


n-- ’ . e . . 
par p+p'= ——»g --g’ = n, les zéros ainsi que les infinis peuvent 
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généralement s'associer deux à deux, de façon qu’il y réponde dans 
chaque couple la même valeur de v,(z). 

Cela posé, distinguons le cas de n= 4n’+1 et celui de n= 4n'—1. 
Soit d’abord n= 4n'+1. 


, ay 
On a alors, par p=n', g= 0 et par p=n’, g=N, les deux zéros —; 


G)’ 6) , , ° 1: 
— + = que présente v, dans le parallélogramme considéré. D’un autre 


, ’ 
ww, . ° 6 6) G) 
côté, on a les deux infinis 3» 35 — +; par.p=3n'+1, g=0 et 


par p = 3n’ +1, g = n. Quant aux autres zéros et infinis, ils peuvent 
s’associer par deux de la façon indiquée plus haut. 
Désignons par 
Ay Ary +++ 9 Ant-ıy 


Ary Ary 9 Ant—ı 
un terme dans chacun de ces couples de zéros ou d’infinis, et prenons 


M = [v, —v(a)][n -vla)]... m — lau]. 
L = [v1 — v(œ)]{u—væ)]...[— vas )]; 


l'expression 


es 


qui a, comme v, (nz), w et aw’ pour périodes, admet dans le parallé- 
logramme (w, 2’) les mêmes zéros et les mêmes infinis que cette fonc- 
tion. Il s'ensuit 


v,(n3) = y TC 
C désignant là une constante convenable. 
On voit que M et L sont des fonctions entières de v, du degré n? —1. 


Quand z augmente de =; », change de signe ainsi que »,(nz); donc 

n ne change pas; et, puisque M et L sont d’un degré pair n? — ı, ce 

sont des fonctions paires de v,. Le fait résulte bien des expressions 

précédentes de M et L, car la différence de deux zéros vu de deux 
15. 
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infinis étant 
PL aw + TT © 
n n 2 
’ Gs) ’ ’ , + ° PLIS 
est égale à = pour p —p', g —g =n; d'où il suit que les quantités 
v,(a)...v,(a,), ainsi que v,(&,)...v,(@„2-,) sont deux à deux égales 
et de signes contraires. On peut ainsi poser 


M=[p?—v?(a,)] ... [" — y} (as) | 


L= bia]. pan (an) 


En outre, les valeurs v, (&,), -.., v,(&2_,) sont inverses de celles de 
¥,(a,), .…, vi(an_), parce que l'on aa+a=o pour p+p'—o, 
q+g=o. 

Soit, en second lieu, n = 4n’—ı. Alors p = n', g = o donnent l’in- . 
fini & = z de v, (nz), ce qui est un infini pour = et p= 3n'—1,g=0 





, dur’ , . 
donnent le zero — de v,(nz) et de =; de sorte que les zéros et in- 
1 


finis de — compris dans le parallélogramme (w, 2’) appartiennent à 


v,(nz). Si les autres zéros et infinis de v, (nz) s'associent comme pré- 
cédemment et qu’on pose, suivant les mêmes notations, 
M = [vı — Yi (a,)] ee .[vı — vy, (a„:_,)], 
L = (y. — Vi (æ)] oe .[vı — Yi (Gnt1)], 
il s'ensuivra 
vi(nz) = c= a; 
M et L étant également des fonctions paires du degré n? —1, dont les 
racines sont inverses. 
Cas où n est pair. — L’expression de v,(rz) en fonction de v, n’est 
plus rationnelle; elle est de la forme 
M + Ngrvy 
L 


Les zéros et les infinis ayant encore pour expressions générales 


= 4ptuet , 0, a Ad, gm 
2n an an 2n 


a 9 
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chaque zéro peut s’associer à un infini, de façon que leur somme soit 


, 
6) 


0) 
— + -—» Car on à 
2 2 


A + ! Ay .) ur) . 
arm, a, Min, ar? 
2n 2n 2n 2n 2 
n . . 
arp+p=-—=netg+g=n—= an. Mais cela ne peut se faire pour 
P TP q P 


2 
deux zéros ou deux infinis. Deux à deux encore, les zéros ainsi que les 


. e N ® o ? a G) 
infinis présentant une différence égale à = donnent des valeurs de », 


égales et de signes contraires. D’après cela, les valeurs de v, sont dif- 
férentes pour les zéros à part et pour les infinis à part; mais les infinis 
lui donnent les mêmes valeurs que les zéros. Il n’y a ni aucun infini ni 

aucun zero qui appartienne à v,, car on ne peut avoir | 


(4p +1) oy o_o oF (4p— 1m 6 36 


An’ 2n 2 on’ 2n 2 


Par suite, M, N et L étant des fonctions entières, les infinis répondent 
à des zéros de Let les zéros à ceux de M + Ngevy,. 
On peut, en conséquence, poser 


L=[v — vi(a)] [v—væ)]...[u— vi (&m)]. 


Comme les infinis font acquérir à v, deux à deux des valeurs égales et 
de signes contraires, L est une fonction paire de v,. 


Quand z augmente de =» v,(23) ne change plus; donc, L ne changeant 


pas, le numérateur M + N givy, reste de même valeur; or v, change 
par la de signe, v ne change pas; donc N change de signe: c’est une 
fonction impaire de v, ; par suite, M est une fonction paire. 

Pour reconnaitre ce que sont les valeurs de M et de N, nous ferons 
observer que u(nz) a les mêmes zéros que M, et A(nz) les mêmes que 
N givy,. 

Cela posé, les zéros de x (mz) sont donnés par 


6) 4) G) 
a= ++ +o’), 
4n on on 


6) 5) 9) 
a +229 (@ + of) 
4n n n\a 
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En faisant 9 = 0, 1, 2,..., 22 —1, 2p +g ==0, 1, 2,...,2n —ı,et, 
d’autre part,g = 0, 1,2,..., 2R—1,2P+q—1—=0,1,2,..., 22—I, 
mais à la condition de ne prendre pourp que des valeurs entières, on aura 
4 n° zéros dans l’étendue du parallélogramme (w, 2’). La somme d’un 
a et d’un a’ étant = + w’ pour p+p'=0, q + g' =n, les valeurs cor- 

2 
respondantes de v,(z) sont deux à deux égales; ces valeurs aussi sont 
deux à deux égales et de signes contraires, car on a a— a, — - pour 


p-Pı = =, q —q, =0. D’après quoi 
M=[v — vi (a)]...[v -vlau)]C=[v!—vi(a)].. .[vt — v? (as) |C. 


L’expression de N est moins simple à obtenir. 
Les zéros de A(nz) ont pour expressions générales 


© + gu’ , 6 o4-qg20 
a = ET ’ d= er + ’ 
et pour le parallélogramme (w, 2’), il y a à attribuer à p les valeurs 
0, I, 2,...,2—1 et à g les valeurs o, 1,2, ...,2n—1, ce qui donnera 
An? zéros. 
Il importe d'examiner ce qui regarde quelques-uns de ces couples de 
valeurs do p et de g. Les résultats sont consignés dans le tableau 
suivant : 








g=-0, a — 0, Yi(0) =1, 
a Ay 
=n A = —) | —}=0o 
p=o q ? 2 (£ ? 
3n, a 30 y 3 eo 
= = 9 = a 
q ’ 2 IUT ’ 
9) (A) 
q —0, a; (® =I, 
2 2 
! , & + w © + 0)’ 
p=n(g=n, a=——>s wv = 0, 
S 
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Au cas den’! = 2n"+1: 











g == 9, = 7 == I, 
p=n" = n’ aa + wo — _" 
| 7 ? 472 pe Ip 
g=—n a 2,3% 5 Vi == ik = 9 
, 4 2 ai 
3 
q == 0, w= 7% y= 1, 
3a w’ tk 
= 3n" +1 =n d=— +1 wir -- — 
P q ’ 4 2° | 1+ ik’ 
_ nv. a= 30 306)’ y. ik 
q= , 4 2 ah 
Aucasden’= 27’: 
, . 
“ p=n", q=ı2n”, a=2+2, = —"#., 
4 2 1t+k 
pe __an a 3w + 20)’ y= tk 
p= 9 q =- ? T— 4 ? i- 1+ kf” 
, ” w + 6o)’ ik 
P — nm, g——2n, AZ ? u k'? 
, | „ 30 + bw’ ik 
P = NM, G=-=—2n, = ’ Cr LE 
(A) 
p=n", q -— 9, t= 5 V, —-1, 
_ , _ __ 3a 
P= nm, g=0, =F vs = — 1 


Parmi les 4n? zéros que présente Ming) dans 1e parallélogramme 


(w, 20’), on voit ainsi les deux zéros de v,, — = et 2 — + = ses deux in- 


finis oe al + =» et les quatre zéros de v.(z) pour lesquel V,—= + Re 


tn He. 


En mettant à part ces huit zéros, observons que les 4( 7° — 2) autres 
donneront deux à deux la même valeur pour v, et deux à deux des va- 
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leurs égales et de signes contraires. Si on les désigne par a,, Qo, ..., 
Ana) SOLENL Ay, Ay, +. Ay?) des Zéros pour lesquels », ait des va- 
leurs différentes, deux à deux, de signes contraires, et @,, a, -.., Qp?—2 
des zéros pour lesquels »? soit de valeurs différentes. 


Posons 
N'= v3 [v? — v?(a)]...[v?— v?(a)], 


et considérons l'expression 
N’ givy, 
L 


pour reconnaître qu'elle a les mêmes zéros que A(n2). 
D'abord les 4(n°? — 2) zéros dont il vient d’être question lui appar- 
tiennent par le facteur N’. Sur les huit autres, ceux de v, sont encore 


. o ow ol, . 
par N’, mais ne s’y trouvent pas par vv,, car a ls +7, etant des in- 
finis dev et des zéros de v,, ne sont point tels pour le produit vv,. Les 


. . 3w' , 30° | w , . 
deux infinis de v,, — et — + = sont des zéros de l'expression, parte 


que le numerateur y est env, du degré 22? — 1, inférieur d’une unité à 
celui de L. Enfin, les quatre autres zéros, étant ceux de v, sont des zéros 
de l’expression par le facteur v lui-même. Il n’y a pas d’ailleurs à s’occu- 


. . . wo © © 
per desinfinis de ce facteurv, puisque deux d'entre eux—, —+- neutra- 
30’ 3’ 


. n 6) Q 
lisent deux zéros de v, et que les deux autres —; — += deviennent 


des zéros de l'expression. Comme les zéros de L sont d’autre part les 
infinis deX/nz), il est ainsi reconnu que la fonction A(nz) et l’expression 


N’ 1 # a [4 a 
nn ont, dans le parallélogramme (w, 20’), mêmes zéros et mêmes 


infinis. En conséquence, on a 
N’ gt vv, 


L 6 


A(nz) = 


c'est-à-dire que, dans l'expression A+ gr de v,(nz), on a 


N = »,[v? — v7 (a,)]...[v? — vi(as)] C’. 


On voit que N est une fonction impaire dev, du degré an? — 3. Il s’y 
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trouve toujours, d’après ce qui précède, les deux facteurs binômes 
vy? — I 9 y? + I e 

En fonction de v,, la valeur de v,(22), par exemple, est 


I 
+ —+(y,—— 
MT y (» tly rn nike nm 


| jy AE RE Em 


DE EE CE Lee eu ot) 7. 





2 
v? étant ı + 70 v,). 
Des considérations du même genre pourraient se développer à l’egard 


de la question d’exprimer u,(nz) au moyen de p,. Il nous semble inu- 
tile de nous y arrêter. 


31. Pour ce qui concerne À,(n2), nous nous bornerons à quelques 
observations. 
Soit n impair. D'abord X, (nz) peut se considérer sous la forme 


(nz) — M NX _M— NE, 


L, M,, N étant des fonctions entières de À,. 

Si l’on remplace s par —z, À, ne changeant pas, ces fonctions restent 
les mêmes; mais À changeant de signe, tandis que A, (nz) ne change 
pas, il faut N =o, ce qui donne 
Mi, 

L 
Ann de l’Ec. Normale. 2® Série. Tome VI. — Avai 1877. 16 


A(nz) = 
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Les zéros de i,(nz) sont donnés par 


(2p+1)= + (2g +1) - ' 
2 2 pe 
AZ ——— 11 m — + — + 
n n n 


et les infinis par 


’ 
ep+1)S+qu pw qa. oa’ 
rr on tn tan 
Pour avoir ceux que comprend le parallélogramme (w, 2’), il faut 
attribuer à p les valeurs o, 1, 2,..., an — 1 et aq les valeurs o, 1, 
2,..., 2 — 1, ce qui porte les uns et les autres au nombre de 2n’. 
Les zéros et les infinis de À, dans ce parallélogramme y figurent, les 
D + CR 30) + « 
2 2 


n — 1 3n—1 n—ı 


zeros 5 »g= 3 














n — I 
par p — 7. °9— 


— I 





, ! _ 
les infinis = 3— par P="—) q = 0, et p =?" »q=o. Les 


2(n* — 1) autres zéros peuvent se répartir en couples où les deux 
termes font acquérir à À, la même valeur, car on a 








à, (po + 92425") — à, (Port), 

n n an n n an 
parp=2n—1—petg = n—1— q. Les autres infinis sont dans le 
méme cas. C’est pourquoi, si un terme de chaque couple de zéros se 
désigne par @,, @,,..., äm_,, un terme de chaque couple d’infinis par 
Xs, Las cs Am, Et QUOD pose 


M = [A — À, (a,)] ... [Ar — À, (a_)]}; 
L — [A, —A, (a,)| eee [A — À, (&ss_)], 
l'expression 


M 
hr 


présente les mêmes zéros et les mêmes infinis que A(nz) dans le paral- 
lelogramme (w, 2’); d'où il résulte que l’on a 


Ans) = À Te 
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Il y a, de plus, à remarquer que les valeurs de À,(x) sont inverses à 
celles de À, (a), parce que l’on a 


N CE @ oto 3 dre, 
(Pr Ip on In an 2 





N N n— I . N , . 
moyennant p’ = p, g = gq — ——, ce qui s’accorde avec le fait que 


A, (nz) s’est présenté sous la forme du produit de À, par une fraction où 
l’on passe d’un terme à l’autre par le simple changement de & en — A. 


32. Remarque. — Les formules connues 
I I 
Az, 4) = pa (es 5) 
(3, k)= v (Hs, i) 


v(3, 4) =p (ie, 2) 


donnent 


‘we 
a 
Ds” 


À (3, k) = LICE 
D’après cela, quand on pose 


vi(nz) = f (v1, v), 
ona 


minal =x (mag) =n (ntorg)=s[ (bog) b(t) 


= fu (2, À), pls, A]=f(us ep), 
et si l'on pose 
v, (nz) = plu, kh), 


kı(n3) = 9 |» (Hs, i) Z| = (m By 


ona 


16. 
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Pareillement, si l’on pose 
v(nz) = f(v, hk), 
on a 


AU 


, h 
n désignant le rapport —; car on a 


u(nz, k)= v(knz, 5) =f» (us, 3) 1 — ñ| = fu, — n°). 


Ajoutons que la formule 





= +3,hk 


+ =o (nis, k= f[v(iz, 6) Ref] re |: 
Ee | | 


RECHERCHES 


» SUR LES 


COMPOSÉS DU NIOBIUM ET DU TANTALE, 


Par M. A. JOLY, 


AGREGE PREPARATEUR A L'ÉCOLE NORMALE. 





INTRODUCTION. 


Les belles recherches de M. Marignac sur les fluosels du niobium et 
du tantale l’ont conduit à indiquer un procédé de séparation de ces 
deux corps assez précis pour permettre d'obtenir les acides niobique et 
tantalique à l’état de pureté, de fixer définitivement leurs formules et 
leurs équivalents. Les formules des combinaisons oxygénées, des chlo- 
rures et fluorures tendraient à rapprocher le niobium et le tantale du 
vanadium, que les travaux de M. Roscoë ont permis de classer définiti- 
vement, par l’ensemble de ses propriétés chimiques, dans la série du 
phosphore, de l’arsenic et de l’antimoine. Est-ce là la place que de- 
vraient occuper ces deux métaux dans une classification naturelle? 

Je me suis proposé d'étudier, au point de vue des analogies chimi- 
ques, un certain nombre de combinaisons, jusqu'ici peu connues, du 
niobium et du tantale, et de combler ainsi quelques lacunes que pré- 
sente leur histoire. 

Ces recherches sont actuellement poursuivies. Dans le présent tra- 
vail, j’examinerai les combinaisons du niobium et du tantale avec l’azote 
et le carbone, quelques composés fluorés, enfin divers sels obtenus par 
voie sèche, dont l'étude pourra, je l'espère, jeter quelque jour sur la 
constitution si complexe des minéraux niobifères et tantalifères. 

Un travail de ce genre exigeait des quantités notables de deux corps 
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tres-rares et dont la préparation, à l’état de pureté, présente de grandes 
difficultés. M. H. Sainte-Claire Deville a mis à ma disposition, dans son 
laboratoire de l’École Normale, une riche collection de minéraux et 
des produits d’une grande pureté, préparés par lui, il y a quelques 
années, en vue de la détermination des densités de vapeur des chlo- 
rures niobique et tantalique. Qu’il me soit permis de le remercier ici 
des conseils qu’il n’a cessé de me prodiguer et que son expérience de 
ces deux corps rares rendait si précieux. 

Berzélius ('), H. Rose (?) et M. Marignac (*) ont, au début de leurs 
études sur le niobium et le tantale, résumé les travaux de leurs devan- 
ciers. En 1869, M. Rammelsberg (*) a publié la monographie de ces 
deux métaux, en adoptant les formules et les interprétations du savant 
chimiste de Genève; cette monographie, je n’ai donc pas à la refaire 
ici. Malgré cela, l’histoire du niobium et du tantale, qui a passé depuis 
le commencement de ce siècle par des phases si diverses, est encore 
trop peu connue pour que je puisse me dispenser d’y revenir briève- 
ment. - 


I. — HISTORIQUE. 


Quelques minéraux rares renferment, constamment associés, deux 
acides métalliques à très-forte densité, dont les propriétés chimiques 
présentent de si nombreuses analogies qu'ils ont été pendant longtemps 
confondus. 

Dans un minéral d'Amérique (la colombite), Hatchett signala, en 
1801, l’existence d’un nouveau métal, qu’il désigna sous le nom de 
columbium. Eckeberg, en 1802, trouva dans un minéral de Kimito, 
en Finlande (tantalite), et dans un minerai d’Ytterby (yttrotantalite) 
un métal qu’il crut nouveau, le tantale. Quelques années plus tard, 
Wollaston, en 1809, identifiait ces deux corps, et, lorsque Berzélius 
publia, en 1824, ses travaux sur l’acide extrait des tantalites de Suéde, 
l’acide tantalique subsista seul. 


(') Berzéuius, Traité de Chimie, 1846, t. II, p. 348. 

(7) H. Rose, Pogg. Annalen, t. LXUI, p. 317; Annales de Chimie et de Physique, 
3° série, t. XIII, p. 350 (1845). 

(*) ManiGnac, Archives de Genève, t. XXIII, p. 167 (1865). 

(‘) RAMMELSBERG, Pogg. Annalen, t. CXXXVI, p. 177 et 352. 
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Les minéraux de Suëde et de Finlande renferment, nous le savons 
aujourd'hui, des mélanges variables d'acides niobique et tantalique, 
mias où ce dernier prédomine; aussi les propriétés assignées par Ber- 
zélius à l’acide étudié par lui différaient-elles peu de celles que l’on 
attribue à l’acide tantalique. Ce n’est que dans les dernières éditions 
de son Traité de Chimie qu'il décrit comme appartenant à l’acide tan- 
talique quelques réactions de l'acide niobique, d’après les travaux de 
Wohler. Ce dernier, en effet ('), en 1838, signala dans le pyrochlore 
existence d’un acide qu'il crut être de l’acide tantalique; il obtenait, 
par l’action du chlore sur un mélange de cet acide et de charbon, deux 
chlorures, l’un jaune, l’autre blanc, et il essaya de prouver que la modi- 
fication incolore était une combinaison du chlorure de tantale avec 
l'acide tantalique, c'est-à-dire un oxychlorure; or l’acide du pyrochlore 
est en réalité de l’acide niobique titanifère sans mélange d'acide tan- 
talique (7). 

Les tantalites des diverses localités présentent des variations trés- 
notables de densité; il en est de même des acides que l’on en extrait 
(niobite du Groénland, D = 5,37; tantalite de Kimito, D = 7,85). 
H. Rose, frappé de ces divergences, fut conduit à les étudier de plus 
pres, et poursuivit, de 1844 à 1862, une longue série de recherches 
publiées aux Annales de Poggendorff (?). 

Il fut amené à distinguer dans ces minéraux : 


L’acide tantalique d’Eckeberg et de Berzélius (tantalites de Suède et de 
Finlande), 


et deux autres acides : 


mélangés en diverses proportions dans les tantalites 
(colombites) de l’Amérique du Nord et du Boden- 
mais, en Bavière; 


L’acide niobique 
L’acide pélopique 


le premier caractérisé par un chlorure blanc, le second par un chlorure 
jaune. 


erent eee cm = ne 


(*) WôuLer, Pogg. Annalen, t. XLVII, p. 83. , 

(7) RAMMELSBERG, Pogg. Annalen, t. CXLIV, p. 191. 

(7) H. Rose a résumé, dans son Traité de Chimie analytique, édition francaise, vol. 1, 
ses travaux sur le niobium et le tantale. 
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Mais, remarquant bientôt que l’acide extrait du premier chlorure 
pouvait donner naissance au second et réciproquement, ces deux acides 
devinrent deux degrés d’oxydation différents d’un même métal, le 
niobium : 

L’acide niobique, NbO?, correspondant au chlorure jaune; 
L’acide Ayponiobique, Nb?O°, correspondant au chlorure blanc. 


Ces deux acides, qui ont été étudiés comparativement par Rose avec 
le plus grand soin, offrent une similitude de propriétés chimiques que 
l'on est peu habitué à rencontrer chez deux oxydes différents d’un 
même métal ('); il est impossible, en effet, de passer par oxydation de 
acide Nb?0° à l'acide niobique NbO?, ou par chloruration du chlo- 
rure hyponiobique au chlorure niobique. 

Berzélius avait donné à l’acide tantalique la formule Ta* 0°. H. Rose, 
reprenant l’étude des tantalites de Suède et de Finlande, crut devoir 
adopter la formule TaO? (?). C’est l’isomorphisme supposé de l'acide 
tantalique et de l’acide stannique qui le conduisit à changer les for- 
mules de Berzélius; les tantalites des environs de Fahlun renferment, 
en effet, des quantités considérables de bioxyde d’étain. 

Une tantalite de Finbo a donné à Berzélius : 


Acide tantalique........ .. 66, 99 
Bioxyde d’étain............ 16,75 
et un oxyde d’étain natif de la méme localité : 
Acide tantalique........... 12,22 
Bioxyde d’etain............ 83,65 


La coexistence de l’acide tantalique et de l’acide titanique TiO? dans 
quelques minéraux s’expliquait ainsi facilement par une identité de 
composition (?). 

Quant à l'acide niobique, les analogies étroites qu’il présente avec 





(') « L’acide hyponiobique et l'acide niobique ne se comportent du reste, sous aucun 
rapport, comme deux degrés d’oxydation d’un même métal; ils se comportent plutôt comme 
les oxydes de deux métaux différents » (II. Rose, Chimie analytique, t. I", p. 331). 

(?) H. Rose, Pogg. Annalen, t. XCIX, p. 80. 

(*) Quelques points de rapprochement avec l’acide antimonique firent songer un moment 
H. Rose a donner à l'acide tantalique la formule Ta?O°; mais elle ne semblait point justifiée 
par l'analyse des tantalates (H. Rose, /oc. cit.). 
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l’acide tantalique lui firent attribuer la formule NbO?. La composition 
de l’acide hyponiobique découle de l'analyse du chlorure correspon- 
dant, qui, si l’on donne au chlorure niobique la formule NbCl?, doit se 
formuler Nb?Cl*. Suivant Rose, l’acide hyponiobique entrerait seul 
dans la composition des minéraux niobiferes. 

L’isomorphisme de la niobite et du‘wolfram constaté par G. Rose 
venait à l’appui de cette manière de voir; mais alors n’eüt-il pas fallu 
attribuer également à l'acide tantalique une formule analogue à celle 
de l’acide tungstique ? Ce dernier se rencontre presque toujours dans 
les tantalites; les tantalites de Brodbo, pres Fahlun, en renferment 
6 pour roo (Berzélius); les wolframs de Zinnwald et de Limoges ren- 
ferment fréquemment les acides niobique et tantalique. 

Ce sont les différences de densités considérables que présentent les 
acides extraits des diverses tantalites qui ont amené H. Rose à sou- 
mettre ces acides à un nouvel examen. Il s’en faut de beaucoup pour- 
tant que son acide hyponiobique présentat tous les caractères d'une 
matière unique; la densité varie, en effet, de 5,2 à 6,5 pour l'acide 
obtenu par la fusion au bisulfate de potasse. 

En 1864, M. Marignac expliqua nettement la cause des singularités 
que présenteraient, suivant H. Rose, les deux degrés d’oxydation du 
niobium : l’acide niobique du chimiste allemand n’était qu’un mélange 
d’acides niobique et tantalique; quant à l’acide hyponiobique prove- 
nant de la décomposition par l’eau du chlorure blanc, c’est l’acide 
nıobique pur. 

L'étude chimique et cristallographique d'un grand nombre de fluo- 
sels avait permis à M. Marignac de mettre en évidence l’isomorphisme 
des fluosilicates, des fluostannates, des fluotitanates, des fluozirconates, 
et d’établir d’une façon définitive les formules de la silice et de la zir- 
cone; l’acide tungstique ne lui a fourni que des oxyfluorures; mais la 
comparaison de ces fluosels aux fluotitanates correspondants lui montra 
que, dans ces composés, 0? = 16 et Fl =19 pouvaient se remplacer 


comme éléments isomorphes (*). 
L’acide extrait de la niobite du Groénland (7) donne un fluorure 


oo ee eee ee eee a 
(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXIX, p. 75. 
(?) Archives de Geneve,t. XXIII, p. 173. 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI. — Avıı 1877. 17 
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isomorphe dans presque toutes ses combinaisons avec les fluorures 
alcalins ou métalliques, avec les fluorures titanique Ti*Fl*, stannique 
Sn? FI‘ et l'oxyfluorure tungstique W?O*’Fl?. Si l'on compare, par 
exemple, les combinaisons de ces fluosels avec le fluorure de potas- 
sium, on trouve que, pour 2 équivalents de fluor combinés au potas- 
sium, le fluorure niobique en renferme 3; l’isomorphisme serait inex- 
plicable si l’on n’admettait que c’est un oxyfluorure Nb?0’Fl?. La 
formule de l'acide niobique devient alors Nb?0° et son équivalent 
Nb? = 94. 

Si l’on fait cristalliser le fluoxyniobate de potasse 2KFI, Nb?0?FI° 
dans l’acide fluorhydrique concentré, il donne le fluoniobate 2KFI, 
Nb? FI. 

Si l’on s’adresse, pour obtenir les fluosels précédents, à l'acide 
extrait des colombites de Haddam ou du Bodenmais, on obtient tou- 
jours, en même temps que le fluoxyniobate de potasse, un fluosel 
beaucoup moins soluble, et cela en proportion d’autant plus grande 
que la densité du minéral est plus élevée. C’est le fluotantalate de po- 
tasse, isomorphe du fluoniobate, et auquel il convient d'attribuer une 
formule analogue, 2KFI, Ta?Fl’. La formule Ta?O* de l'acide tanta- 
lique se trouve en même temps fixée, ainsi que l’équivalent du tantale 
(Ta? = 182). M. Marignac mettait ainsi en évidence, d’une façon tres- 
nette, l’association constante de l'acide niobique et de l’acide tanta- 
lique dans les colombites ou tantalites ('), et le procédé dont il s’est 
servi est encore aujourd'hui le procédé le plus exact de séparation des 
deux acides (?). 

Les recherches sur les chlorures de niobium, publiées à la même 
époque par MM. H. Sainte-Claire Deville et Troost, apportèrent une 
confirmation précieuse aux vues de M. Marignac (°). 

La densité de vapeur du chlorure jaune s'accorde avec la formule 


oo oo mr di nn m ne Jade een 


(') Hermann avait constaté déjà la présence ce l'acide tantalique dans certaines colom- 
bites, mais son procédé de séparation était imparfait. — Blomstrand, Annalen der Chemie 
und Pharmacie, t. CXXXV, p. 168 (1865), par la publication d’un travail achevé depuis 
deux ans, vint confirmer Jes principaux résuliats annoncés par M. Marignac : le chlorure 
hyponiobique était un oxychlorure Nb'CI°O*. M. Blomstrand admit depuis l'interprétation de 
M. Marignac. 

(?) Marıcnac, Archives de Geneve, t. XXV, p. 17 (1866). 

(°) Comptes rendus, 12 juin 1865, t. LX, p. 1221. 
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Nb?Cl*; quant au chlorure blanc (chlorure hyponiobique de H. Rose), 
la densité de vapeur et les analyses lui assignent la composition d’un 
oxychlorure Nb?O?Cl?. MM. H. Sainte-Claire Deville et Troost ont dé- 
montré synthétiquement la présence de l’oxygene dans ce composé, 
que l’on peut obtenir en faisant passer un grand nombre de fois le 
chlorure en vapeurs sur de l’acide niobique porté au rouge ('). 

Les acides extraits des deux chlorures présentent d’ailleurs des pro- 
priétés identiques. | 

La couleur, les points de fusion et d’ebullition ne permettent guère 
de distinguer le chlorure de tantale du chlorure jaune de niobium; sa 
densité de vapeur et les analyses effectuées par MM. Deville et Troost 
concordent parfaitement avec la formule Ta’Cl*. On n’a pas obtenu 
jusqu'ici d’oxychlorure de tantale. 

Ainsi se trouve expliquée l’erreur de H. Rose. Par suite du mélange 
constant des acides niobique et tantalique, son chlorure jaune était un 
mélange, à proportions variables, des chlorures niobique et tantalique, 
dont les points de fusion et d’ébullition sont si voisins. 

M. H. Deville a, en effet, déterminé les nombres suivants : 





Chlorures 
niobique. tantalique. 
Points de fusion....... 194 203 
Points d’ébullition..... 240,5 226 


Quant à son chlorure hyponiobique (oxychlorure), volatil sans fusion 
vers 4oo degrés et que l’on peut séparer facilement par distillation 
des chlorures précédents, il a pu lui fournir un acide pur, le véritable 
acide niobique. Les observations si complètes de H. Rose sur l'acide 
hyponiobique et ses principales combinaisons ne sont donc pas per- 
dues pour la Science. 

L'association constante des acides niobique et tantalique, la pre- 
sence de l’acide titanique dans les minéraux niobifères et les procédés 
imparfaits de séparation employés avant M. Marignac ont permis d’ex- 
pliquer les erreurs dans lesquelles sont tombés deux savants de grand 
mérite, MM. de Kobell et Hermann. 


(') Comptes rendus et Archives de Genève, t. XX VIII, p. 166 (1867). 
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Dianium. — En 1860, M. de Kobell(') remarqua que, si l’acide 
extrait d’un certain nombre de minéraux (columbites d'Amérique et 
du Groénland, ceschynite, samarskite) donne, avec l'acide chlorhy- 
drique et l’étain, la dissolution bleue obtenue par Wöhler avec l'acide 
extrait du pyrochlore, cette réaction ne se produit pas avec l'acide 
extrait des columbites du Bodenmais. Réservant donc pour l'acide ex- 
trait de ces dernières et étudié par Rose le nom d'acide hyponiobique, 
il proposa le nom d’acide dianique pour l’acide extrait des autres mi- 
néraux. 

Hermann expliqua la particularité que présente l’acide niobique des 
columbites du Bodenmäis par la présence d’une assez forte proportion 
d'acide tantalique; en séparant avec soin l'acide tantalique, l’acide 
métallique, ainsi purifié, se comporte exactement comme celui que 
l’on extrait des autres minéraux. 

MM. H. Sainte-Claire Deville et Damour (?) ont également montré 
que, quelle que fût sa provenance, l’acide niobique pur donnait, avec 
le zinc et l’acide chlorhydrique, une coloration bleue. 

L’ceschynite, suivant les analyses de Marignac, est un niobotitanate 
de protoxyde de cérium, renfermant de la thorine, sans traces d'acide 
tantalique (*). 

Ilménium. — M. Hermann avait annoncé la présence dans un minéral 
de l’Oural (yttro-ilménite) d’un nouvel acide, l’acide ilménique, qu'il 
retrouva depuis dans la plupart des minéraux niobifères (*). M. Ma- 
rignac constata que les acides métalliques extraits des niobites de 
diverses provenances, et qui lui avaient servi dans ses recherches, ne 
renfermaient aucune trace de cet acide, et que les réactions indiquées 
comme caractéristiques de l'acide ilmenique étaient dues au mélange 
de l’acide niobique avec les acides tantalique et titanique, par suite de 
l’imperfection des procédés de préparation employés (*). 

Il n’y aurait pas lieu d’insister davantage sur ce prétendu métal nou- 
veau si M. Hermann n'avait publié sur ce sujet un très-long Mémoire 





(') Journal für praktische Chemie, t. LXXIX, p. 291; et t. LXXXII, p. 193 et 449. 
(7) Comptes rendus, t. LI, p. 1044. 

(*) Marienac, Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XII, p. 5. 

(') HERMANN, Journal für praktische Chemie, t. XXXVII, p. 91 et 119. 

(°) 
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/ 
dans lequel il maintient l’existence de l’acide ilménique et reprend 
l’ancienne thèse de Rose sur les composés oxygénés du niobium ('). 
M. Hermann se refuse à considérer le chlorure blanc de Rose comme 
un oxychlorure; il lui attribue la formule Nb’?Cl’. L’equivalent 
Nb? = 114,3 diffère peu de Nb?0?= 110; aussi la densité de vapeur 
calculée de son chlorure s’accorde-t-elle aussi bien avec la densité 
trouvée par MM. Deville et Troost qu'avec le nombre que l’on déduit 
de la formule Nb?0?CI* et de l'équivalent Nb? = 94 : 
Calculé 
Trouvé. d'après Marignac. d'après Hermann. 
7,87 — 7,89 7,48 7,64 
I] n’en est plus de même pour le chlorure jaune Nb’Cl*. Dans leur 
Mémoire Sur les densités des vapeurs obtenues à des températures tres- 
élevées (7), MM. H. Sainte-Claire Deville et Troost donnent comme den- 
sité du chlorure de niobium 10,9 et pour le chlorure de tantale 9,6. 
Mais il y a eu interversion dans les nombres : 9,6 représente la densité 
du chlorure niobique. Si l’on compare, avec M. Hermann, à ce nombre 
erroné la densité calculée de son chlorure (11,32), l’accord est satis- 
faisant; il y a désaccord visible si l'on prend comme terme de compa- 
raison le nombre rectifié donné par M. Deville (*); on a, en effet, 
Calculé 
Trouvé. d'après Marignac. d’après Hermann. 
9,6 9,4 11,32 
Traités par l’eau, ces deux chlorures donneraient naissance à deux 
composés oxygénés du niobium, l'acide niobeux Nb’? 0’, l’acide niobique 
Nb’O?; à ces deux acides Hermann en joint un troisième, l’acide Aypo- 
niobique Nb’O?, qui se rencontrerait dans le ferro-ilménite, la samar- 
skite, la fergusonite, l’eschynite, le pyrochlore et l’euxénite. Il con- 
serve à l’acide tantalique la formule TaO?; les niobites et tantalites, 
isomorphes pourtant, deviennent alors 
2MO,5Ta0*, MO, Nb’0:. 


') HERMANN, Journal für prakt. Chemie, nouvelle série, t. III, p. 373; et t. IV, p. 178. 


(") 
(7) Comptes rendus, t. LVI, p. 891. 
(*) Comptes rendus, séance du 12 juin 1865. 
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L’ilmenium ne donnerait qu’un chlorure jaune I1?Cl? (Il? = 104,75), 
dont la densité de vapeur n’a pas été déterminée. 

Les fluoxyniobates de M. Marignac seraient, d’après M. Hermann, 
des fluorures et même des mélanges de fluosels niobeux et ilménieux. 
Il existerait en effet, suivant lui, quatre sels de même forme cristalline: 


2KF1, Nb?FP + 2H0, 
2KFl, IPF + 2H0, 
KFI, Nb'EP + HO, 
KFI, IIFI+ HO. 


Il est à remarquer que, si ces sels ont même forme cristalline, ils 
ont également des compositions centésimales bien voisines; ils pré- 
sentent plutôt le caractère de sels incomplétement purifiés, souillés 
tantôt de fluosel tantalique, tantôt de fluosel titanique. Si l’on prend 
la moyenne des analyses données par Hermann et qu’on la compare au 


fluoxyniobate lamellaire, on a : 
Marignac (moyenne). 


Acides métalliques....... 44,18 44,36 
Potassium............... 25,15 25,92 
Fluor................... 33,3: 31,72 
Eau..................... 6,25 5,87 


L'écart le plus considérable s’observe pour le fluor, dont les procédés 
de dosage sont si imparfaits. 

Le procédé de séparation des acides niobique, tantalique et tita- 
nique par les fluosels ne peut donner que des résultats approchés, et 
ce n’est qu'après de nombreuses cristallisations, et quand on dispose 
de quantités de matières assez considérables pour qu’on puisse chaque 
fois en sacrifier une partie, que l’on peut espérer obtenir par l’analyse 
des nombres concordants. 

Enfin, suivant M. Hermann, les fluoniobates n’existeraient point; 
ce seraient des fluosels niobeux acides. Le fluoniobate de potasse 
2KF1, Nb?Fl® deviendrait 2K FI, Nb"? Fl? + aHFl, et cela parce que 
100 parties de ce sel ont perdu dans un creuset fermé à une tempéra- 
ture inférieure au rouge, 12,50 pour 100 d’acide fluorhydrique. La 
conclusion ne me semble pas légitime; le fluoniobate de potasse est 
peu stable, et l’on peut tout aussi bien dire que, par calcination à basse 
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température et sous l'influence de la vapeur d’eau, 2KF1, Nb? FI se 
transforme lentement en un fluoxyniobate, 2K Fl, Nb?O?Fl? avec perte 
de 2HFI. La perte ainsi calculée s’eleverait à 13,11 pour 100. 

La présence d'acide fluorhydrique libre dans ce composé ne peut 
d'ailleurs se concilier avec ce fait que, fondu avec un excès d'oxyde de 
plomb, il ne présente aucune perte de poids. 


II. — MINÉRAUX. 


Les matières que j'ai eues à ma disposition, et qui m'ont fourni l’a- 
cide niobique dont je me suis servi dans le cours de cette étude, sont 
de deux sortes : j 

1° De l’oxychlorure de niobium cristallisé tres-pur, préparé par 
M. H. Sainte-Claire Deville, ıl y a quelques années. Il avait été debar- 
rassé par distillation de la petite quantité de chlorure jaune de niobium 
qui se produit simultanément, et qui pouvait renfermer un peu de 
chlorure de tantale. Sa décomposition par l’eau fournit un acide très- 
pur, et dans lequel on ne put constater la présence de l’acide tantalique. 

2° Des minéraux niobifères de diverses provenances : 


Niobite du Groénland....... (D — 5, 37) 
Niobite de Middleton....... (D — 5,68) 
Niobite de Chanteloube..... (D—5,6 à 5,7) 


Ces minéraux ne différant pas de ceux qui ont été analysés par Marı- 
gnac, et pour lesquels il a déterminé la proportion d’acide tantalique, 
je n’ai pas cru devoir les étudier à nouveau. 

A l'acide tantalique, que j’ai pu retirer du traitement des minéraux 
ci-dessus, est venu se joindre celui qui provenait : 

1° De la décomposition par l’eau d’une petite quantité de chlorure 
de tantale fondu provenant des préparations de M. Deville ; 

2° Du traitement d’une tantalite de Limoges, aujourd’hui très-rare, 
que je dois à l’obligeance de M. Damour, et d’une yttrotanialite de 
Kärarfvet. 

La tantalite de Limoges a été décrite pour la première fois et ana- 
lysée par M. Damour ('); mais les analyses publiées depuis par Jenzsch 


(') Damour, Annales des Mines, t. XIII (1848). 
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et Chandler (‘) montrent que ce minéral n’a pas une composition bien 
constante et indiquent la présence de la zircone. J'ai du, avant d’en 
extraire les acides niobique et tantalique, m’assurer de la présence de 
ce corps. De plus, on n’a jamais jusqu'ici déterminé les proportions 
d'acide tantalique et niobique que renferme cette tantalite, et la den- 
sité (7,64-7,65) déterminée par M. Damour, si on la compare aux 
densités des tantalites de Finlande et de Suède analysées par Rammels- 
berg (7), montre que ce minéral doit être un des plus riches en acide 
tantalique. La densité de l’échantillon que j'avais entre les mains est 
de 7, 58. 

L'analyse effectuée par la fusion au bisulfate de potasse, d’après les 
methodes connues, donne 





Acide tantalique................... 93,14 
Acide niobique (titanifere).......... 6,63 
Acide stannique................... 2,85 
Acide tungstique................,, traces 
Zircone........................... 0,85 
Protoxyde de fer.................. 14,97 
Protoxyde de manganèse........... 1,56 

100,00 


Je me suis borné à déterminer dans la liqueur qui ne renfermait plus 
que des oxydes de fer et de manganese le rapport de ces deux oxydes. 
On a rapporté par le calcul à 100 de matière employée. 

L’yttrötantalite de Kararfvet, sur gangue, sans indices de cristallisa- 
tion, très-impure, que j'ai eue à ma disposition en quantité beaucoup 
plus considérable, nécessitait une étude préliminaire. Elle m'avait été 
fournie sous le nom de Ajelmite. La densité et la composition s’eloignent 
de celles qui ont été assignées à ce minéral par Nordenskjöld. 

Ce dernier (*) lui attribue une densité de 5,82; les bases dominantes 
sont les protoxydes d’urane et de fer et l'yttria ; l’eau y entre pour 
3, 26 pour 100; acides niobique et tantalique, 62,42; acides stannique 
et tungstique, 6, 56. 

Rammelsberg en a donné depuis une analyse qui s'éloigne nota- 


(') Dana, Descriptiv. Mineralogy, Londres, 1874, p. 515. 
(7) RAMMELSBERG, Pogg. Annalen, t. CXLIV, p. 63. 
(7) NoRDENSKJOLD, Pogg. Annalen, t. CXI, p. 287. 
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blement de la précédente ('). Elle renferme d’après lui, outre les oxydes 
signalés par Nordenskjéld et dans des proportions différentes, 


Eau........................ 4,57 

Acide tantalique............ 54,52 8 
Acide niobique............. 16,35 | 7997 
Acide stannique............ 4,60 4,88 
Acide tungstique............ 0,28 | ” 


La densité est de 6,77, et il lui attribue la formule 
4MO, 3 [(Nb°, Ta’) O°] + 4 HO. 


Divers échantillons, pris arbitrairement parmi les matériaux que 
j'avais entre les mains, ont présenté des densités variables de 6, 4o 
à 6,76, sans que je puisse affirmer, d’après les analyses de quelques 
échantillons très-riches en acide tantalique, que la densité ne s'élève 
pas au-dessus de ce dernier nombre. 

Sans me préoccuper de donner ici les analyses complètes qui ne pré- 
sentent qu’un intérêt tres-minime, j’indiquerai seulement les teneurs 
extrêmes en acides métalliques et en eau: 


Acide tantalique........... 65,99 

Acide niobique. .......... | 66, of 8,03 74,02 
Acide stannique........... 8,53 46 

Acide tungstique.......... 0,85 9» 
Eau...................... 1,12 0,82 


Cette matière présente plutôt les caractères d’un mélange à propor- 
tions variables d’une tantalite et d’une yttrotantalite dont elle renferme 
tous les principes constituants. Je n’ai pu d’ailleurs y trouver ni acide 
titanique ni zircone. 


III. — EXTRACTION DES ACIDES. 


Si, pour les analyses, l’attaque des minéraux niobifères par le bisul- 
fate de potasse, indiquée par Berzélius, peut être difficilement rem- 


(') RamMELSBERG, Deutsche Chemische Gesellschaft, t. NI, p. 947. 
Ann. de l’Ec. Normale. 2* Série. Tome VI. — AvrıL 1877. ı8 
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placée, il n’en est pas de même pour la préparation des acides métal- 
liques. 

M. H. Sainte-Claire Deville s’est servi, pour l'extraction de l’acide nio- 
bique des niobites, d’un procédé qui paraîtra peut-être plus complexe, 
mais qui, entre les mains d'un experimentateur aussi habile, permettait 
d'arriver rapidement à un résultat précis. Le minéral finement pulvé- 
risé, mélangé de charbon de sucre, est fortement calciné dans un 
creuset de charbon. Apres traitement par l'acide chlorhydrique bouil- 
lant qui enlève l’etain, la majeure partie du fer et du manganèse, et 
par l’acide fluorhydrique étendu, on traite par le chlore sec dans un 
large tube de verre. L’oxychlorure de niobium peut aisément par dis- 
tillations successives, dans le tube même, être séparé des autres chlo- 
rures plus volatils. On est certain, de cette façon, de s'être débarrassé 
du titane, avantage que ne présente pas l’attaque au bisulfate, suivie 
de la transformation en fluosels par la méthode de Marignac. L’étain 
est facilement éliminé; quant au tungstène, sa présence est signalée par 
son chlorure rouge, loujours d’ailleurs en très-faible quantité; ilse trouve 
rejeté avec une petite quantité de chlorure de tantale et de niobium. 

J'ai utilisé ce traitement au chlore gazeux pour l'attaque de la 
hjelmite, en le modifiant légèrement suivant le but différent qu'il 
s'agissait d'atteindre. Ici, en effet, l’acide tantalique domine et la sépa- 
ration du chlorure tantalique d'une petite quantité d’oxychlorure de 
niobium présenterait de grandes difficultés. 

Le minerai en poudre très-fine est intimement mélangé avec + de 
son poids de carbonate de soude sec et 4 de charbon de sucre; le tout est 
calciné pendant cinq à six heures dans un creuset de charbon de cornue 
à la température des essais de fer; on opérait chaque fois sur 150 à 
200 grammes de hjelmite. On transforme les acides niobique, tanta- 
lique et titanique, comme je le montrerai plus loin, en un mélange 
d’azoture et de carbure. En reprenant par l’acide chlorhydrique con- 
centré et bouillant la masse fortement agglomérée et semi-fondue, on 
enlève l’étain, le fer et la chaux, du moins en grande partie, ainsi 
qu’une petite quantité d’yttria. Une purification complète pourrait être 
obtenue par l'acide chlorhydrique gazeux agissant sur le résidu inso- 
luble du premier traitement, mais cela ne présente aucun intérêt dans 
le cas actuel. 
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La matière, réduite ainsi à un tres-petit volume et bien sèche, est 
attaquée par le chlore gazeux dans un large tube en verre de Bohême 
présentant plusieurs étranglements, en évitant d'élever la température 
au-dessus de celle qui est nécessaire pour la volatilisation des chlorures 
métalliques. Il ne se produit en général ici que des traces d’oxychlo- 
rure niobique; par déplacements successifs, on amène dans la dernière 
portion renflée du tube une petite quantité de chlorure de fer, d'oxy- 
chlorure rouge de tungstène et de chlorures niobique et tantalique 
entraînés. Quant aux chlorures d’etain, de titane et de silicium, beau- 
coup plus volatils, ils sont entrainés par le courant gazeux sous l'in- 
fluence d’une légère élévation de température. 

Dans la partie du tube où la matière avait été placée, on trouve une 
masse saline fondue empätant une petite quantité de matière inattaquée 
et un résidu charbonneux très-divisé, que l’on sépare en reprenant 
par l’eau bouillante acidulée d’acide chlorhydrique. La dissolution 
renferme des chlorures d'uranium et de manganèse, et des chlorures 
ou oxychlorures d’yttrium et des métaux de la cérite. | 

Les chlorures de niobium et de tantale sont décomposés par l'eau; 
la liqueur décantée est remplacée par de l'eau pure, à deux ou trois 
reprises. La dernière eau de lavage qui surnage les acides est neutra- 
lisée par l’ammoniaque et abandonnée à l’étuve jusqu’à ce que toute 
odeur ammoniacale ait disparu ; on reçoit sur un filtre l’ensemble des 
acides précipités ; ils sont, en général, tres-purs. Si l’on craignait la pré- 
sence d’une petite quantité de fer ou de tungstène, on s’en débarrasse- 
rait en fondant les acides calcinés avec six fois leur poids d’un mélange 
à parties égales de soufre et de carbonate de soude, d’après les méthodes 
connues. 

Quant aux liqueurs acides provenant de la décomposition par l’eau 
des chlorures et des lavages successifs, elles renferment une assez forte 
proportion d'acides métalliques que l’on peut précipiter complétement 
par l’ammoniaque. J'ai préféré m'appuyer sur une réaction qui n'avait 
pas été indiquée jusqu'ici : les acides niobique et tantalique, en solu- 
tion chlorhydrique très-étendue, sont complétement précipités par 
acide sulfureux, surtout si l’on élève la température vers 70 ou 
80 degrés. On obtient ainsi un précipité volumineux qui parait être 
une combinaison de ces acides avec l’acide sulfureux. Le précipité peut 

| 18. 
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ètre aisément lavé avec de l’eau chargée d’acide sulfureux sans craindre 
qu'il passe à travers les filtres, avec cette précaution pourtant de ne 
pas interrompre les lavages ; autrement, il se produit du sulfate d’acide 
niobique ou tantalique, qui colle les filtres et rend toute filtrations im- 
possible. Par l'emploi de l’acide sulfureux, on évite la précipitation 
d'une petite quantité de fer que renferment les liqueurs acides et les 
eaux de lavage. 

Ce traitement par le chlore paraîtra plus compliqué que l'attaque au 
bisulfate, quoique, dans ce dernier procédé, les lavages de quantités 
un peu considérables des sulfates d’acide niobique et tantalique soient 
longs et pénibles. Mais il a l'avantage de permettre de suivre toutes les 
phases de la préparation, et de voir nettement, lorsqu'il s’agit du traite- 
ment de matières aussi complexes que les yttrotantalites, les différentes 
impuretés qu'il s’agit d'éliminer. De plus, des matières aussi précieuses 
que l’yttria et les oxydes de la cérite peuvent être aisément recueillies. 

Les acides métalliques hydratés ainsi obtenus sont dans les meil- 
leures conditions pour être dissous dans l’acide fluorhydrique; pour la 
séparation des acides niobique et tantalique, je me suis strictement 
conformé aux prescriptions si nettes de M. Marignac, et les fluosels obte- 
nus ont été purifiés par de nombreuses cristallisations. 

J'ai adopté, dans le cours de cette étude, pour équivalent du nio- 
bium le nombre donné par M. Marignac (Nb? — 94). L'analyse de deux 
échantillons du fluoxyniobate de potasse lamellaire, obtenus par le trai- 
tement de tous les acides métalliques qui ne provenaient pas de la 
décomposition par l’eau de l’oxychlorure, montre que ce nombre peut 
être admis. 

En prenant pour formule du fluosel Nb? 0? Fl’, aK Fl + 2Aq, on a 


Trouve. 








, m Marignac 
zaeuls- I. NL ( moyenne). 

Nb?........ 94 31,23 31,20 31,19 31,12 
2K......... 18 25,91 25,70 25,73 25,92 
5Fl........ 95 31,56 » » 31,72 
20......... 16 5, 32 » » » 

2Aq. 18 5,98 5,78 5,81 5,87 

301 100,00 

Nb:0:...... 134 44,52 44,48 44,44 44,36 
2KO, SO’... 194 57,82 57,24 59,39 57,82 
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Pour le tantale, j'ai admis également l’équivalent de M. Marignac 
Ta’ = 182. Les analyses effectuées à plusieurs reprises sur des fluotan- 
talates de potasse purifiés par de nombreuses cristallisations s'accordent 
tres-sensiblement avec ce nombre. D'ailleurs, c’est ce même équiva- 
lent que l’on retrouverait en admettant pour le fluoxytantalate d’am- 
moniaque cubique une formule analogue au fluosel correspondant du 
niobium, 3AzH*’Fl, Ta? 0? Fl’, comme je le montrerai plus loin. 


—— i— 


CHAPITRE PREMIER. 


ESSAIS DE REDUCTION DU NIOBIUM ET DU TANTALE. CARBURES. AZOTURES. 


On a vainement essayé jusqu’ici de préparer le niobium et le tan- 
tale métalliques; néanmoins les diverses tentatives faites dans ce but 
ont conduit 4 des résultats intéressants. 

Nous savons aujourd'hui, d’après les travaux de M. Marignac ('), 
que Rose, en réduisant par le sodium le fluoxyniobate de potasse, n’a 
pu obtenir que l’oxyde inférieur Nb? 0?. En substituant le fluoniobate 
au fluoxyniobate, le savant chimiste de Genève obtint une poudre noire 
qui, par grillage, se transformait en acide niobique en absorbant de 35 
a 38 pour 100 d'oxygène; le niobium pur devrait en absorber 42,5 
pour 100. La matière renferme, en effet, de 0,9 à 1,05 d'hydrogène et 
correspond à un hydrure solide Nb?H, provenant vraisemblablement 
de la décomposition par l’eau d’un alliage avec le sodium, pendant les 
lavages de la masse saline provenant de la réaction. 

La réduction par l'aluminium des fluoniobates et fluotantalates de 
potasse donne des alliages cristallisés, Nb Al’, Ta Al’. 

Il est probable que la réduction par le sodium du fluotantalate de 
potasse exécutée par Berzélius et H. Rose ne leur a également donné 
qu'un hydrure. | 

En 1868, M. H. Sainte-Claire Deville (?), essayant de réduire l’acide 





(') Mantenac, Archives de Genève, t. XXXI, p. 89. 
(7) H. Saınte-Craige DEVILLE, Comptes rendus, t. LXVI, p. 180. 
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niobique par un mélange de carbonate de soude et de charbon dans 
un creuset de charbon à 1200 degrés, constata la production d’une 
matière cristallisée qui, fondue avec de la potasse, dégageait de l’am- 
moniaque. Le niobium se comporte donc, vis-à-vis de l’azote, comme 
le titane, qui, d’après les recherches de MM. Wohler et Deville ('), ab- 
sorbe si facilement l’azote de l’air qui traverse au rouge les parois des 
creusets ou les traces de ce gaz laissées dans les appareils. 

En répétant cette expérience dans des circonstances variées et à des 
températures différentes, j'ai constaté que, toutes les fois que l’acide 
niobique et l'acide tantalique se trouvent portés à une haute tempéra- 
ture en présence du carbone, ce dernier élément se combinait égale- 
ment avec le niobium et le tantale. 


I. — AZOTO-CARBURES ET CARBURE DE NIOBIUM. 


On a opéré le plus souvent sur un mélange intime d’acide niobique, 
de carbonate de soude pur et de charbon de sucre dans les proportions 
suivantes : 


Acide niobique..................... 4 parties. 
Charbon de sucre.............,...... I » 
Carbonate de soude sec........ esse I » 


La substitution du carbonate de potasse au carbonate de soude donne 
de moins bons résultats. La masse fond plus facilement, s’imprègne 
dans les creusets qui se fendillent; on perd une quantité notable de 
matière et les produits obtenus restent fortement imprégnés de cyanure 
alcalin. Il est préférable d'employer un niobate acide, KO, 3 Nb° 0:, 
obtenu en faisant bouillir une dissolution de fluoxyniobate avec du 
bicarbonate de potasse, lavant le précipité et calcinant. 

La matière est placée dans un creuset de charbon de cornue enve- 
loppé d’un ou deux creusets de plombagine, suivant la température 
et la durée de chauffe. On a opéré à des températures comprises entre 
la température de fusion de la fonte et la température de fusion du 
nickel, soutenue pendant six à sept heures dans un grand fourneau à 





(') Wouter et H. Device, Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LIT. 
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vent, alimenté avec du coke de cornue dont la combustion est activée 
par un ventilateur à vapeur. 

Il est nécessaire le plus souvent de purifier les produits avant de les 
soumettre à l'analyse. Apres pulvérisation, ils sont mis en digestion à 
la température ordinaire avec de l’acide sulfurique concentré, puis 
avec de l’acide étendu de son volume d’eau à 50 où 60 degrés; on traite 
par l’eau chaude jusqu'à ce que les eaux de lavage ne présentent plus 
de réaction acide. On enlève ainsi de petites quantités d’alcalis. La 
matière séchée à basse température peut être ensuite traitée par HCI 
gazeux, au rouge sombre, dans un tube de verre : l’eau enlève des 
traces de chlorures alcalins; mais cette dernière purification est à peine 
nécessaire. 

Traités par le chlore, les divers produits ainsi purifiés donnent du 
chlorure de niobium sans traces d’oxychlorure, ce qui montre que 
l'oxygène a été complétement expulsé. Il se forme en méme-temps une 
petite quantité de sesquichlorure de carbone, et le résidu de l'opéra- 
tion est du charbon très-divisé. 

Le grillage à l'air ou dans l’oxygene se fait avec incandescence et 
donne un acide niobique volumineux; l'oxydation est d'autant plus 
rapide que la matière est plus riche en azote; les carbures cristallisés 
obtenus aux températures élevées ne brülent que très-difficilement 
dans l’oxygene. 

Chauffée avec les oxydes de cuivre ou de plomb, ils les réduisent avec 
un dégagement de chaleur considérable; l’oxyde de cuivre très-divisé 
est réduit avec une telle vivacité que le cuivre est projeté en goutte- 
lettes fondues sur les parois du tube. C’est en mélangeant les matières 
avec un grand excès d'oxyde qu’on a effectué les dosages d’azote. 

La détermination du carbone et du métal (calculé d’après le poids 
d'acide) (') se fait par oxydation dans un courant d'oxygène sec et 
dépouillé d'acide carbonique. La matière est placée dans une nacelle 
de platine à la partie antérieure d’un tube de verre de Bohême de 50 
à 60 centimètres de long; les gaz traversent ensuite une colonne 
d'oxyde de cuivre, puis du cuivre porté au rouge. L’acide carbonique 


(') 100 d’acide correspondent à 70,15 pour 100 de niobium. 


144 A. JOLY. 


desséché par son passage sur du chlorure de calcium est recueilli dans 
des tubes à potasse. 

La proportion de carbone va en augmentant à mesure que le produit 
a été obtenu à une température plus élevée ; il en est de même pour le 
métal. 

Les résultats fournis par l’analyse peuvent être facilement inter- 
prétés en admettant que l’on a affaire à des mélanges d'un azoture 
Nb? Az et d’un carbure Nb?C?, dont la composition serait représentée 
par les nombres suivants : 








Nb! Az Nb! C? 

Niobium........ 87 ,04 Niobium........ 88,68 
Azote...... se. 12,96 Carbone........ 11,32 

° 100,00 100,00 


La méthode que j’ai di employer pour la preparation de ces azoto- 
carbures et carbures rend inévitable la présence d’une petite quantité 
d’alcali, que l’on peut déterminer en fondant avec du bisulfate d’ammo- 
niaque, soit le résultat du grillage, soit la matiére primitive. 

Je décrirai quelques-uns de ces produits, en insistant particulière- 
ment sur le carbure cristallisé Nb?C? obtenu à la température de fusion 
du nickel. 


1° Matiere obtenue à la température de fusion de l'acier. — Masse 
cristalline de couleur olive : 


I. 0,902 ont donné par combustion dans l’oxygène 1,127 d’acide et 0,2295 
d'acide carbonique équivalant à C = 0,0625 = 6,92 pour 100. 

IL. 0,861, brûlés par l’oxyde de cuivre, ont laissé dégager 34 centimètres 
cubes à zéro et sous la pression de 0,760, soit Az = 0,04275. 

IH. 1,217 de matière provenant d’une préparation différente ont fourni 1,518 
d'acide. 

IV. L’acide provenant de la combustion de la matière I renferme 0,004 de 
soude, ce qui correspond à 0,73 pour 100 de cyanure de sodium. 


Cette correction effectuée, on trouve pour le rapport des équivalents 
de carbone et d’azote 


5666 
3564 = 1, 59. 
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La composition de ce produit s’écarte peu de 
Nb?C?, 2Nb'Az. 


On a, en effet, 





Trouvé. Calculé. 
Nb2............. 87,98 » 87,8 88,01 
C............... 6,80 » » 6,74 
| VE » 4,99 » 5,25 


2° Produit obienu à la même temperature, un peu moins longiemps 
soutenue. 


l. Dans l'oxygène, on obtient avec o*,727 de matière finement pulvérisée 
0,903 d'acide et 0,177 d'acide carbonique, correspondant à 0,0482 de 
carbone. 


Il. 0,914 ont donné 38 centimetres cubes d'azote à zéro et sous la pression 
de 760 millimètres, soit Az — 0,048. 


La matière renferme un peu plus de cyanure que la précédente 
(0,97 pour 100). En effectuant les corrections, on a 


Nb:................,............ 87,53 
| 6,44 
| VER » 5,08 


Cette matière diffère peu de la précédente. Elle semble pourtant 
renfermer un peu moins de carbone. Le nombre trouvé pour l’azote 
est presque identique ; mais le dosage en volume sur un poids de ma- 
tiere peu considérable et une quantité d’azote aussi faible présente 
peu de certitude. 

La formule Nb?C?, 4 Nb? Az exigerait 





Nb?. ..... 87 ,94 
C........ 6,24 
AZ....... 5,82 

100,00 


3° Obtenu a la temperature de fusion du nickel. — Longues aiguilles 
tres-fines douées d’un grand éclat. Couleur violacée. Cette matière a 
été obtenue au moyen du niobate acide de potasse KO, 3Nb?0*. 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI. — Mat 1877. 19 
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Les cristaux ont été pulvérisés et purifiés avec le plus grand soin 
par l’acide sulfurique, comme je l'ai indiqué plus haut. 


I. 0,619 par grillage dans un creuset de platine à la flamme du bec Bunsen 
ont donné 0,782 d'acide; soit Nb? = 0,5486 = 88,62 pour 100. 
II. 0,3395 brüles dans l’oxygene ont donné 0,429 d'acide; soit 
Nb? — 0,301 = 88,65 pour roo. 
On a recueilli en même temps 0,141 d’acide carbonique correspondant a 
0,0385 de carbone — 11,34 pour 100. 


Ces nombres ne diffèrent pas de ceux qui correspondent au carbure 
Nb? C?. On a en effet 








Trouvé. Calculé. 
Nb..................... 88,62 88,65 88,68 
| » 11,34 11,32 
99,99 100,00 


L’analyse faite sur les cristaux non purifiés m'avait conduit à des 
résultats bien différents. 


I. 0,956 par combustion dans l’oxygène donnèrent 1,197 d'acide et 0, 374 
d'acide carbonique. 

lI. Par combustion avec l’oxyde de cuivre, 0,9145 n'ont donné que 3“,6 
d'azote a 15 degrés et 758 millimètres, soit Az = 0,0043 = 0,47 pour 100, 

III. En reprenant par le bisulfate d’ammoniaque l’acide de l’opération I, on 
en a retiré 0,033 de sulfate de potasse; soit pour la potasse 0,0178. Ce 
poids de potasse correspond à 0,0246 de cyanure de potassium renfermant 
0,005 d’azote = 0,52 pour 100 de la matière analysée. Le dosage direct 
d’azote a donné 0,47. 


L’azote trouvé par la combustion avec l’oxyde de cuivre provenait 
donc du cyanure mélangé; et, si l’on fait cette correction, on trouve 
pour le niobium le nombre 88, 78, identique à celui que l’on a obtenu 
avec la matiére purifiée. 

L’action prolongée du cyanhydrate d’ammoniaque, au rouge vif, 
sur l’acide niobique donne des produits qui, par leur aspect extérieur, 
rappellent ceux que l’on obtient dans un creuset de charbon à la tem- 
pérature de fusion du fer. Mais la transformation de l’acide est loin 
d'être complete; par l'attaque au chlore on obtient en effet un mélange 
de chlorure et d’oxychlorure, et, outre du charbon très-divisé, il reste 
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un résidu d’oxyde noir de niobium. De plus, la décomposition du 
cyanhydrate à la température élevée à laquelle la réduction se pro- 
duit doit laisser la matière mélangée de charbon en quantité d'autant 
plus considérable que la température est plus élevée et que l'opéra- 
tion a duré plus longtemps. 

Enfin la réduction, par un mélange de carbonate de soude et de 
charbon, des niobites du Groënland et de Chanteloube permet d'ob- 
tenir des carbures ou azotocarbures de niobium tres-nettement cristal- 
lisés. Les cristaux se trouvent disséminés dans une masse demi-fondue, 
dans une fonte manganésifère renfermant une petite quantité d’étain. 
Le culot attaqué à plusieurs reprises par l'acide chlorhydrique bouillant 
permet d'isoler la matière cristalline; les produits varient suivant le 
niobite employé. | 


II. — AZOTO-CARBURES ET CARBURE DE TANTALE. 


L’acide tantalique réduit, dans les mêmes conditions que l'acide 
niobique, par un mélange de carbonate de soude et de charbon, dans 
un creuset de charbon, donne lieu également à des mélanges d’azo- 
ture et de carbure. 

La carburation du tantale parait cependant beaucoup plus facile que 
celle du niobium. 

Le mélange suivant est celui qui a donné les résultats les plus nets: 


Acide tantalique....................,. reese 6 
Carbonate de soude fondu.............,.... 1 
Charbon de sucre.................,...... I 


On peut lui substituer simplement du tantalate neutre de potasse 
KO, Ta?05. 

Comme la proportion d’alcali employée est beaucoup plus faible que 
lorsqu’il s’agit de réduire l'acide niobique, les produits obtenus ne 
renferment que des traces de cyanure alcalin. 

L’analyse a été faite par les méthodes précédemment indiquées; les 
matières ne renferment que très-peu d’azote; ne possédant qu’une 
petite quantité de produits, cet élément n’a pas été dosé directement. 

IQ. 
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Les azoture et carbure de tantale purs renfermeraient : 











Azoture Ta’ Az. Carbure Ta* C*. 
Ta’........ 182 92,86 Ta?..... .. 182 93,82 
ÂZ........ 14 7,14 C......... 12 6,18 

196 100,00 194 100,00 


1° Produit obtenu à la température de fusion de l'acier. — Cristallin. 
Couleur bronze plus claire que pour le produit obtenu avec le nio- 
bium à la même température. 


I. of, 4755 par combustion dans l’oxygène ont donné 0,542 d'acide tanta- 
lique ('); soit Ta’ — 0,4443 = 93,43 pour 100. 
On a recueilli en même temps of, 102 d'acide carbonique C = 0,0278 — 5, 84 


pour 100. 
II. 0,646 par combustion, à l’air, dans un creuset de platine ont fourni 0, 736 


d'acide tantalique : 
Ta’ = 0,603 = 93,40 pour roo. 


Ce produit diflere peu du mélange Ta’ C? + } Ta? Az. 
On a en effet 








Trouvé. 
NS 3 Calcul :. 
Tantale......... Does 93,43 93,40 93,72 
Carbone.............. 5,84 5,58 
Azole {p.d.}.......... 0,73 0,70 
100,00 100,00 


2° Carbure obtenu à la température de fusion du nickel. — Jaune de 
laiton. Longues aiguilles très-fines et douées d’un grand éclat. 

La matière brûle difficilement dans l'oxygène, ce qui ne permet pas 
de déterminer le carbone par la méthode précédemment indiquée. 

La matière finement pulvérisée est traitée par l’acide sulfurique 
concentré à froid et par l'acide étendu à la température de 50 degrés: 
la liqueur ne renferme pas de sulfate alcalin. Le traitement par l'acide 
chlorhydrique gazeux au rouge sombre reste également sans résultat. 





(') 100 grammes d'acide tantalique correspondent à 81,98 de tantale. 
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Par grillage au moufle, 08,475 de matière donnent 0,543 d’acide 


tantalique : 
Ta? = 0,445 = 93,71 pour 100. 


08,817 donnent 0,937 d’acide : 
Ta? = 0,758 = 94, 00. 


La moyenne de ces nombres est 93,85. 

Le carbure Ta?C? correspond à 93,82 pour 100 de tantale. 

On obtient une matiére d’un beau jaune de laiton, mais beaucoup 
mieux cristallisée, en réduisant à la température, de fusion du nickel le 
tantalite de Limoges, en poudre très-fine, par le carbonate de soude, 
dans un creuset de charbon. Il reste un culot de fonte très-dure, cas- 
sante, qui n’est que très-lentement attaqué par l’acide chlorhydrique 
bouillant; à mesure que le fer se dissout, on voit apparaître de longues 
aiguilles très-denses. Examinées au microscope, elles se montrent 
composées d’octaedres; mais les cristaux sont trop petits pour qu'ils 
puissent être mesurés. 

Si les cristaux sont plus nets, la matière est impure; elle retient en 
effet du fer et du manganèse dont on ne peut la débarrasser compléte- 
ment; elle renferme en outre du carbure de niobium. 

J'ai vérifié directement que l’azoture noir de tantale Ta? Az, chauffé 
dans un creuset de charbon à la température de fusion de l’acier, se 
transformait partiellement en carbure. Partout où la matière avait le 
contact du charbon, elle a pris la couleur jaune de laiton du carbure 
de tantale. La matière renfermait 3,93 pour 100 de carbone. 

Enfin j’ajouterai que le même produit paraît avoir été obtenu par 
Berzélius en chauffant l’acide tantalique dans un petit creuset de char- 
bon. Il constata que la masse fortement agglomérée et noire à l’inté- 
rieur avait, au contact du charbon, la couleur du laiton; il crut avoir 
obtenu ainsi du tantale métallique. 


III. — AZOTURES DE TANTALE ET DE NIOBIUM. 


J'ai admis précédemment l’existence d’azotures de formules Ta? Az, 
Nb? Az qui jusqu'ici n’ont pas été décrits. 


~ 
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Ces azotures s’obtiennent par l’action de l’ammoniaque sur le chlo- 
rure correspondant ou sur l'acide. 

H. Rose avait constaté (‘), en faisant réagir l'ammoniaque sur les 
chlorures de niobium et de tantale, la production d’une matière noire 
qu'il regarda tout d’abord comme du niobium et du tantale métalliques. 
Mais, lorsque Wôhler eut montré que les cristaux cubiques des hauts- 
fourneaux, considérés jusque-là comme du titane métallique, renfer- 
maient de l’azote, Rose reprit l'étude des produits obtenus par lui et 
constata qu'ils dégageaient de l’ammoniaque par la fusion avec la 
potasse; il avait donc préparé ainsi des azotures; il n’en détermina 
pas la composition. 


Azoture Ta° Az°. — En étudiant l'action de l’ammoniaque sur le 
chlorure de tantale, j'ai obtenu deux azotures. 

Le chlorure de tantale préparé dans un tube en verre de Bohème, 
par l’action du chlore sur un mélange d'acide tantalique pur et de 
charbon de sucre fortement calciné, a été déplacé trois fois dans le 
tube même, atin de s'assurer qu’il ne renfermait pas d’oxychlorure 
niobique et de le débarrasser d’une petite quantité de chlorure de sili- 
cium formé aux dépens du verre. Le tube renfermant le chlorure de 
tantale est introduit rapidement, après qu’on en a ouvert les deux 
bouts, dans un tube de verre plus large préalablement bien desséché. 
L’ammoniaque est lentement absorbée à la température ordinaire; 
mais, à l’approche de quelques charbons, une réaction tres-vive se 
produit et du chlorhydrate d’amınoniaque se volatilise. La matière 
gonfle et prend une couleur jaune d’or. Si l’on continue à faire passer 
l'ammoniaque pendant plusieurs heures, de façon à compléter la réac- 
tion et à volatiliser le chlorhydrate d’ammoniaque, le tube se trouve 
rempli d’une matière amorphe rouge foncé, tres-volumineuse. Dans 
les parties du tube où la couche est très-mince, sa couleur est d’un 
beau rouge de cuivre, bleuc par transparence. 

Analysée à cet état, elle est loin de présenter une composition bien 
constante; elle renferme encore du chlorhydrate d’ammoniaque, des 
traces de chlorure de tantale qui s’est trouvé soustrait à l’action de 





(') H. Rose, Pogg. Annalen, t. CVI, p. 141; et t. C, p. 146. 
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l’ammoniaque par l’azoture formé à sa surface, d’autant plus qu’on à 
employé du chlorure de tantale plus compacte. 

La matière pulvérisée rapidement est de nouveau soumise à l’action 
d’un courant de gaz ammoniac parfaitement sec, dans un tube de verre, 
au rouge sombre, jusqu’à ce qu'il ne soit plus possible de constater 
trace de volatilisation du sel ammoniac; on laisse refroidir dans le 
courant de gaz. 

La matière se présente alors sous la forme d’une poudre amorphe 
d’un rouge vif. Fondue avec de la potasse, elle dégage de l’ammo- 
niaque. Chauffée à l’air sur une lame de platine, elle se transforme 
rapidement avec incandescence en acide tantalique. Elle réduit l’oxyde 
de cuivre à une température peu élevée, en dégageant de l'azote. Le 
dosage de ce dernier élément a été fait en chauffant la matière avec un 
grand excès d'oxyde de cuivre, comme pour une analyse organique. 
I. 0,435 ont donné par grillage 0,472 d'acide tantalique, soit 

Ta? = 0,387 — 88,84 pour too. 


o®,68g brûlé par l’oxyde de cuivre ont dégagé 63 centimètres cubes d’azote a 
12 degrés et 757™™,5 de pression, soit en poids of,076 = 11,03 pour roo. 
IL. o, 364 par grillage ont donné 0, 395 d'acide correspondant a 


Ta? = 0, 324 = 88,93 pour 100. 
of, 3555 ont fourni 0,386 d’acide 
Ta? = 0,316 = 89,01. 
I. 11. 
Tantale........... 88,84 D 88,93 89,01 
AZOLE... ue... » 11,03 


Dans l’analyse I, le rapport des équivalents d’azote et de tantale 











(Ta?) est Ser = 1,614, soit $. 
La formule Ta® Az’ exigerait 
Tat...................,.,..., 88,63 
AZ... soso. 11,37 





Cet azoture résulterait de la réaction 
3(Ta?Cl*) + 5 Az H° = Ta‘ Az: + 15 HCI. 
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L’exces de tantale observé dans l’analyse II doit être attribué à une 
perte d'azote. A une température peu supérieure à celle où l’on vola- 
tilise le chlorhydrate d’ammoniaque, cet azoture éprouve déjà une 
perte sensible, noircit et donne un composé moins riche en azote. 


Azoture, Ta? Az. — La matière précédente, chauffée au rouge vif dans 
un courant de gaz ammoniac parfaitement sec, pendant six à sept 
heures, perd les 2 de l’azote qu’elle contient. On obtient ainsi une 
poudre amorphe, de couleur noire, inattaquable par tous les acides, 
excepté par un mélange d’acide nitrique et d’acide fluorhydrique. — 

100 parties d’azoture Ta° Az’ ont donné 95, 65 de ce nouveau produit; 
la transformation en azoture Ta? Az exigerait 95, 51. 

L'analyse ne laisse d’ailleurs aucun doute, quoiqu’elle accuse un 
excès d’azote, indiquant que la transformation n’a pas été complète. 


of, 507 donnent par grillage 0,564 d’acide tantalique, soit 
Ta? = 0,464 = 91,52 pour 100. 


0,898 dégagent par combustion avec de l’oxyde de cuivre 57%, 5 d'azote à 
14 degrés et 758™™, 3 de pression, ou en poids o, 0686 = 7,64 pour 100. 


54,57 
50,24 





Le rapport des équivalents d’azote et de tantale est = 1,08. 


La formule Ta? Az exigerait 





Tantale............,.............. 92,86 
AZOLE... ce eee ee cere tweens 7,14 
100,00 


Cette transformation de l’azoture rouge en azoture noir sous l’action 
de l’ammoniaque présente une très-grande difficulté. La présence d’une 
petite quantité d’air ou de vapeur d’eau laissée dans les appareils suffit 
pour troubler le résultat final; l'acide tantalique n’est pas en effet ré- 
ductible en azoture par l’ammoniaque, comme les acides niobique et 
titanique. 

C'est certainement un mélange des deux azotures précédemment 
décrits que H. Rose avait obtenus; car la température à laquelle il 
opérait, dans un tube de verre, trop élevée pour ne pas décomposer en 
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partie l’azoture Ta® Az’, n’était pas suffisante pour le transformer en- 
tièrement en azoture noir Ta? Az. 

Par suite des difficultés que l’on rencontre à se procurer du chlorure de 
niobium exempt d’oxychlorure, j’ai étudié uniquement l’action de l’am- 
moniaque sur le chlorure de tantale; mais les analogies si étroites entre. 
le niobium et le tantale signalées par M. Marignac, et que j’ai été à même 
de vérifier bien souvent, permettent de prévoir que les deux chlorures 
doivent se comporter vis-à-vis de l’'ammoniaque d’une manière identique. 

Cette transformation d’un azoture en un autre moins riche en azote 
dans un courant d’ammoniaque est analogue à la transformation signalée 
par M. Wohler (') de l’azoture de titane Ti’ Az? (Ti = 25) en un azoture 
plus simple auquel les analyses de MM. Friedel et Guérin (?) assignent la 
formule Ti? Az. 

Ce même azoture Ti? Az se produit également, comme l’ont montré 
MM. Friedel et Guérin, lorsqu'on fait passer un courant d’ammoniaque 
sur l’acide titanique au rouge vif. En est-il de même pour le niobium 
et le tantale? 

L’acide tantalique irréductible par l'hydrogène n'est pas altéré par 
l’ammoniaque aux températures élevées. 

Rose obtint avec l'acide niohique, dans les mêmes circonstances, 
une poudre noire; la matière avait perdu 5,2 pour 100 de son poids et 
fourni 14,31 pour roo d’eau. 

On calcule pour la composition du produit 





Niobium... ..... 74,0 
Oxygène.......... 16,4 
AZOLe............. 9,6 

100,0 


Rammelsberg (*) fait remarquer que cette composition se rapproche 
de celle qui correspond à la formule Nb?0? Az (azoture de niobyle) et 
qui exigerait 


Niobium........... 75,80 
Oxygène........... 12,90 
Azote............, 11,30 


en oo om Ne = GREEN ‘eme “aug 


(') Women, Annalen der Chemie und Pharmacie, t. UXXIII, p. 46. 
(?) Frrepex et GUÉRIN, Annales de Chimie et de Physique, 5° série, t. VIM, p. 51. 
(?) RAMMELSBERG, Pogg. Annalen, t. CXXXVI, p. 372. 

Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. — Mat 1877. 20 
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La matière obtenue par Rose renfermait encore de l’acide inaltéré. 
Mais l'existence d'un tel composé offre peu de probabilités, et l’hypo- 
thèse la plus naturelle est que la réduction était fort incomplète. 
M. H. Sainte-Claire Deville, par l’action répétée de l’ammoniaque sur 
acide niobique, obtint une réduction plus avancée. 


16,30 d'acide ont donné, après une chauffe prolongée au rouge blanc, 
14,58, perte = 8,09 pour 100; 
après une deuxième chauffe, 
135,68, perte = 16,07 pour 1005 
apres une troisieme 


13, 30, perte= 18,40 pour 100. 


La transformation complete de Nb?0° en Nb? Az exigerait une perte 
de 19,4 pour 100. 

J'ai pu constater moi-même que, sans atteindre le nombre théorique, 
la perte de poids que l’on observe, lorsque l’on chauffe de l'acide nio- 
bique au rouge vif dans ün courant de gaz ammoniac, dépassait de 
beaucoup la valeur que Rose lui assigne. 

La poudre noire obtenue présente tous les caractères d’un azoture 
mélangé d’un excès d'acide; et, si l’on n'obtient pas une réduction plus 
complete, il faut l’attribuer à la difficulté d’eloigner toute trace d’hu- 
midité pendant cinq à six chauffes successives dans un tube de porce- 
laine; de plus, au rouge blanc, l’acide s’agglomere, et la réduction ne 
peut être que superficielle. 


IV. — SUR LES CUBES DE TITANE DES HAUTS-FOURNEAUX. 
En étudiant les combinaisons du titane avec l'azote, Wöhler (')a 
admis l’existence de quatre composés (Ti = 25): 
Ti AZ, TiAz, Ti‘Az’—9TiAz,Ti Az, Ti’ Az! = 3TiAz, Ti‘ Az. 
MM. Friedel et Guérin (?) ont montré dernièrement que l’azoture 


(') WôuLer, Annalen der Chemie und Pharmacie, t. LXXIIE, p. 43. 
(*) FRIEDEL et GuÉRIN, Annales de Chimie et de Physique, 5° série, t. VII, p. 5r. 
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TiAz devait être considéré comme un mélange de sesquioxyde de 
titane et d’azoture, et, qu’en faisant passer de l’ammoniaque au rouge 
vif sur l'acide titanique, on obtenait, en se plaçant dans de bonnes 
conditions, l’azoture Ti? Az. 

Le composé Ti’ Az?, qui résulte de l’action de l’ammoniaque sur le 
chlorure de titane, se transforme au rouge, dans un courant de gaz 
ammoniac, en un composé moins riche en azote Ti? Az. 

Quant à l’azoture Ti? Az, Wöhler n’en a admis l’existence que pour 
expliquer la composition des cubes de titane des hauts-fourneaux. 

On sait que ces cristaux ont été longtemps considérés comme du 
titane métallique, et que l’illustre chimiste de Göttingen a signalé 
le premier dans cette matière la présence de l’azote et du carbone. 
MM. Wohler et H. Sainte-Claire Deville ont d’ailleurs montré directe- 
ment qu’à une température élevée un mélange d'acide titanique et de 
charbon absorbait l’azote. 

Les cubes des hauts-fourneaux constitueraient, d'après Wohler, un 
azotocyanure de titane TiC? Az, 3 (Ti° Az). 

Le cyanure TiC? Az n’a jamais été obtenu seul, etles observations sur 
lesquelles on s’est fondé pour admettre l'existence d’un tel composé 
peuvent être, ce me semble, diversement interprétées. 

1° Traités par le chlore, les cubes donnent du chlorure de titane et 
une petite quantité d’une matière cristallisée, le chlorocyanure de 
titane, qui a été reproduit synthétiquement par Wöhler('), Cy CI, aTiCl?. 

Or les cristaux renferment des cyanures alcalins et alcalino-terreux . 
dont il est excessivement difficile de les débarrasser. Le chlorure de 
cyanogène ne proviendrait-il pas simplement de l’action du chlore sur 
ces cyanures? ; 

2° Les cubes sont oxydés par la vapeur d’eau; il se dégage de l’am- 
moniaque et du cyanhydrate d’ammoniaque. | 

La matière renferme du carbone et de l’azote. Le cyanhydrate d’am- 
moniaque peut être considéré comme résultant de l’action de l’am- 
moniaque au rouge sur le carbone. »° 

L’explication donnée par Wöhler est suffisante, elle ne me semble 
pas nécessaire. 


(') WôuLen, Annalen der Chemie und Pharmacie, t. LXXIII, p. 219. 
20. 
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Les cubes de titane ne seraient-ils pas plus simplement un mélange 
d’un carbure de titane Ti’ C? et de l’azoture Ti? Az, si nettement étudié 
par MM. Friedel et Guérin? La formule donnée par Wéhler deviendrait 
alors Ti? C?, 4 (Ti? Az), et le titane se comporterait exactement comme le 
niobium et le tantale vis-à-vis de l’azote et du carbone. 

Les nombreux essais de reproduction des cubes de titane, que j'ai 
tentés à des températures et dans des circonstances très - diverses, 
montrent que l’on peut obtenir des mélanges à proportions variables 
d’azoture Ti? Az et de carbure Ti’ C?. On se rapproche du carbure eo 
opérant à des températures de plus en plus élevées. 

L'étude de ces composés obtenus avec le titane fera l’objet d'un 
Mémoire spécial. 


CITAPITRE IL. 


FLUOXYTANTALATES. 


Lorsqu’on dissout l'acide niobique hydraté dans l'acide fluorhy- 
drique, en présence de fluorures alcalins ou métalliques, on obtient, 
comme l’a montré M. de Marignac('), des sels bien cristallisés résul- 
tant de la combinaison de l’oxyfluorure Nb?O?Fl? avec les autres fluo- 
rures. Ce n’est qu’en faisant cristalliser les sels précédents dans l'acide 
fluorhydrique concentré que les fluosels obtenus renferment le fluo- 
rure Nb°Fl5. 

L’acide tantalique hydraté se dissout également dans l’acide fluor- 
hydrique, mais les composés obtenus en présence de divers fluorures 
ne correspondent pas aux fluoxyniobates (7), isomorphes des fluonio- 
bates; ils doivent étre considérés comme renfermant le fluorure de 
tantale Ta?Fl’. Ces fluotantalates se décomposent quand on les traite 
par l’eau pure, et M. de Marignac ne décrit aucun sel analogue aux 
fluoxyniobates. 


(') Manienac, Archives de Genève, t. XXIII, p. 270. 
(?) MariGNac, Archives de Genève, t. XXVI, p. 107. 
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En substituant le fluorure ammonique à l’acide fluorhydrique pour 
dissoudre l’acide tantalique, on peut préparer des fluoxytantalates. 

L’acide niobique hydraté disparaît dans une dissolution concentrée 
et chaude de fluorure ammonique aussi facilement que dans l’acide 
fluorhydrique, et l’on obtient par refroidissement le fluoxyniobate 


cubique 
Nb?0°FI*, 3 AzH'F1 


en octaédres réguliers, limpides et volumineux. 

Si l’on traite de même un mélange d’acides niobique et tantalique 
hydratés ('), il se produit, quelle que soit la composition du mélange, 
des cristaux identiques, par leur forme, aux précédents. 

Ainsi 20 grammes d'acides métalliques extraits de la hjelmite de 
Kärartvet, débarrassés d’étain et de tungstene, ont été dissous par le 
fluorure d’ammonium en solution concentrée et chaude. Par refroi- 
dissement, il s’est produit un abondant dépôt de cristaux octaédriques. 
Par de nouvelles concentrations, on retire des cristaux identiques aux 
précédents, et cela jusqu'à ce que la liqueur, réduite à un petit vo- 
lume, laisse cristalliser le fluorure d’ammonium. 

Les cristaux lavés avec une petite quantité d’eau froide sont séchés 
sur du papier à filtre et par exposition à l’air pendant quelques heures. 
Ce sont des octaèdres non modifiés : l’examen dans la lumière pola- 
risée parallèle montre qu'ils appartiennent au système cubique. 

Limpides et éclatants, ils ne tardent pas à devenir opaques par ex- 
position à l'air; à roo degrés ils ne subissent aucune altération, mais 
un séjour prolongé à l’étuve leur fait perdre leur transparence et leur . 
poids diminue lentement avec le temps. 

Pour mettre en évidence la présence du tantale dans ces cristaux, 
on peut s'appuyer sur la faible solubilité à froid du fluotantalate de 
potasse 2KF1,Ta° Fl°. Le sel est dissous dans une petite quantité d’eau 
dont on élève la température à 60 degrés environ; si l’on ajoute à cette 
dissolution du fluorure neutre de potassium, il se produit, par refroi- 
dissement, une abondante cristallisation de fluotantalate potassique 


— 


(') Jai toujours opéré sur des acides hydratés provenant de la décomposition par l’eau des 
chlorures, afin d'éviter la présence d’une petite quantité de potasse que des lavages très- 
prolongés ne parviennent pas à enlever aux acides provenant de l'attaque au bisulfate. 
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en cristaux aciculaires et un abondant précipité grenu identique a 
celui que l’on obtient par la décomposition par l’eau du fluotantalate 
de potasse. 

Identique, par sa forme cristalline et son procédé de préparation, au 
fluoxyniobate Nb?O?Fl?,3 AzH‘F1, ce fluosel renferme néanmoins du 
tantale; il y a donc lieu de considérer les cristaux obtenus dans l’opé- 
ration précédente comme constituant un mélange isomorphique de 
fluoxyniobate triammonique et d’un fluoxytantalate de même formule. 

L'existence du fluoxytantalate ammonique se trouve établie par 
l'analyse du fluosel précédent et des produits obtenus « en opérant avec 
de l’acide tantalique parfaitement pur. 

On déduit le poids du tantale que renferment ces fluosels du poids 
d'acide tantalique qu’ils fournissent : 

1° Par un grillage prolongé à basse température; 

2° Par décomposition au moyen de l’acide sulfurique. 

Dans le second cas, le fluorure est mis en digestion dans une capsule 
de platine avec son poids d’acide sulfurique jusqu’à liquéfaction com- 
plete; on élève ensuite lentement la température jusqu’à ce qu’on ne 
percoive plus d’odeur d’acide fluorhydrique, et l’on chasse l’acide sul- 
furique en excès et le sulfate d’ammoniaque à une température infé- 
rieure au rouge; on termine par une calcination au rouge vif. Si Je 
fluosel a été obtenu au moyen d’acide préparé par le bisulfate de po- 
tasse, il est rare que l’acide obtenu ne renferme pas une petite quan- 
tité de potasse qu’on détermine de la manière suivante : après avoir 
chassé l’exces d’acide et le sulfate d’ammoniaque au rouge sombre, on 
reprend par l’eau; après évaporation de la liqueur filtrée et calcination, 
il reste du sulfate de potasse. Mais cette dernitre opération devient inu- 
tile lorsque l’acide provient de la décomposition par l’eau du chlorure. 

Ces deux méthodes donnent en général des résultats identiques. Il 
peut ne pas en être de même de la suivante. 

L'ammoniaque précipite complétement l'acide tantalique. On 
éprouve, il est vrai, une difficulté à laver l’acide; car, dès que la ma- 
jeure partie des sels ammoniacaux ont été enlevés, il passe à travers les 
filtres ; on remédie à cet inconvénient en effectuant les lavages avec de 
l’eau renfermant une petite quantité d’acétate d’ammoniaque. Les 
acides métalliques, obtenus par cette méthode, présentent parfois, 
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après calcination, un poids plus élevé que par les deux méthodes pré- 
cédentes : c’est qu’ils renferment alors une petite quantité de silice. En 
examinant avec soin au microscope les cristaux soumis à l’analyse, on 
peut y constater alors la présence de cubo-octaedres ou de lames hexa- 
gonales de fluosilicate ammonique. La silice provient d’une mauvaise 
préparation du chlorure de tantale ou du fluorure ammonique. 

La liqueur, débarrassée par l’ammoniaque de l’acide tantalique, ren- 
ferme tout le fluor, que l’on transforme, par les méthodes connues, en 
fluorure de calcium. 

L’ammoniaque est dosée par distillation avec de la potasse ou par cal- 
cination avec de la chaux vive. Dans le cas où le sel renfermerait de 
l'eau non chassée à 100 degrés ou de l’acide fluorhydrique, la différence 
des résultats donnés par ces deux méthodes servirait à les déterminer. 

Le fluor peut se déterminer indirectement en combinant la perte 
subie par le grillage avec la perte subie par calcination avec de la 
chaux. La différence de ces deux pertes représente en effet l’excès du 
poids du fluor sur l’oxygene fixé. 


En appliquant ces méthodes à l’analyse du fluosel niobotantalique, 

on a obtenu les résultats suivants : 

I. 16,558 traités par l'acide sulfurique ont donné o8",907 d'acides métalliques, 
soit 58,21 pour 100. 

II. 15,458 dissous dans l’eau froide sont précipités par l’ammoniaque. Le pré- 
cipité, lavé et calciné, pèse 0,849, soit 58,23 pour 100 d'acides. 

III. Dans la liqueur filtrée de l'opération précédente, on précipite le fluor à 


l’état de fluorure de calcium. On recueille ainsi o, 971 de Ca F1, soit 0,473 
de Fl = 32,41 pour roo. 


IV. 24,317 soumis, à la distillation avec de la potasse caustique, donnent 


05,312 d’ammoniaque, soit AzH‘= 14,26 pour 100. Ce dosage d’ammo- 
niaque a été effectué sur des cristaux déja effleuris. 


A une dissolution dans l’eau pure à 60 degrés de 65,646 de fluosel, 
on a ajoulé 25,106 de fluorure neutre de potassium ('). 

La liqueur abandonne par refroidissement du fluotantalate potas- 
sique mélangé d’un dépét pulvérulent riche en acide tantalique. On 
recueille le tout sur un filtre, on y ajoute les cristaux aciculaires ob- 
pe 


(") Ce poids de fluorure de potassium est celui qu'il faudrait employer pour transformer en 
fluotantalate de potasse 6%,646 du fluosel, en admettant qu'il ne renfermat que du tantale. 
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tenus par concentrations successives, et on lave avec de petites quantités 
d’eau froide. La matière recueillie sur le filtre, séchée et décomposée 
par l’acide sulfurique, donne l’acide tantalique. 

L’eau mère, évaporée à sec et traitée par l'acide sulfurique, a donné 
of, 457 d’acide niobique, soit 6,89 pour 100 de fluosel. 

Les 58, 22 d’acide métallique renferment donc: 





Acide niobique......... ...... 6,89 
Acide tantalique........... ... 51,33 
58,22 


En attribuant au fluosel niobique la formule Nb?0?FI*, 3 Az H'F1, 
qui correspond, d’après les analyses de M. de Marignac, à 48, 20 
pour 100 d'acide, on en conclut pour la composition du mélange : 





Fluosel niobique.............. 14,29 
Fluosel tantalique............. 85,71 
100,00 





Nb:................. 4,83 33,82 
3AzH'...... ....... 2,78 19,42 
6F1................. 5,86 41,01 
0 Pe 0,82 5,75 

14,29 100,00 


Les 85,71 de fluosel tantalique auraient donc donné 51,33 d’acide, 
soit 59,98 pour 100; la formule Ta?O?Fl’, 3AzH*FI exigerait 60, 65. 
On aurait d’ailleurs, pour la composition de ce fluosel, 








Ta? 42,08 49,10 
AzH‘. ............. 11,48 13,39 
FI. ...... euren 26,55 30,99 
O......... nerven 5,60(p.diff.) 6,52 

85,41 100,00 


Le rapport du tantale (Ta? = 182) au fluor est, en équivalents, 
1: 6,04. 
Cette analyse, bien qu’imparfaite par suite des difficultés que pré- 
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sente la séparation des acides niobique et tantalique effectuée sur, une 
faible quantité de matière, suffit pourtant pour montrer que l’on a 
affaire, non à un fluorure, mais à un oxyfluorure tantalique. 


Fluoxytantalate trammonique. 


Si l’on opère sur de l’acide tantalique parfaitement pur, on obtient 
encore des cristaux octaédriques dont l’analyse peut être faite avec la 
plus grande exactitude et ne laisse aucune incertitude sur la nature 
du produit. | 

Le sel n’éprouve aucune perte à 100 degrés, à condition pourtant 
que le séjour à l’étuve ne soit pas prolongé. 

L’ammoniaque, le niobium et le fluor ont été dosés par les méthodes 
indiquées plus haut. La formule 3AzH*Fl, Ta? 0? Fi’, se trouve pleine- 
ment. vérifiée. 








Calculé. Trouvé. 
Tar......... 182 49,73 49,38 49,73 
3AzH‘...... 54 14,75 14,76 
GFI1........ 114 31,15 31,29 
20...... .. 16 4,37 
366 100,00 
Ta?0°...... 222 60,65 60,24 60,66 


Ce fluosel se dissout sans décomposition dans une petite quantité 
d’eau pure et froide; mais, à l’ebullition, la liqueur se trouble, laisse 
déposer un précipité blanc, amorphe, et, par refroidissement, on ob- 
tient une abondante cristallisation du fluosel ammonique 2AzH’Fl, 
Ta’ Fl5 en larges lames rectangulaires biseautées, mölees d’un excès de 
fluoxytantalate non décomposé. Si à la dissolution chaude on ajoute du 
fluorure de potassium, la solution se trouble de nouveau par refroidis- 
sement et laisse déposer des cristaux aciculaires caractéristiques de 
fluotantalate de potasse. 


Fluoxytantalate acide d’ammoniaque. 


Si l’on concentre par évaporation l'eau mère qui a laissé déposer le 
fluoxytantalate octaédrique, il se dégage de l’ammoniaque; la liqueur 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI.— Mat 1897. 21 
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devient fortement acide, et, par refroidissement, on obtient un nouveau 
fluosel en petits cristaux lamellaires. 

Ce sont des prismes fortement aplatis terminés par un pointement 
octaédrique ; les cristaux sont trop minces pour être déterminés. 

Les dosages effectués par les méthodes connues s "accordent avec la 
formule Ta? O?Fl°, 3AzH‘FI, HFI. 

La dissolution de ce sel dans l’eau pure est fortement acide; elle ne 
se trouble pas à l’ébullition comme celle du fluoxytantalate précédent. 

Il s’effleurit rapidement à l'air. A l’étuve à 100 degrés, il laisse dé- 
gager des vapeurs acides; au bout d’une vingtaine de minutes, la perte 
de poids cesse d’être sensible. C’est ainsi qu’on a dose l’acide fluor- 
hydrique libre. La petite quantité de matière que j'avais à ma dispo- 
sition ne m’a pas permis d'effectuer le dosage de la totalité du fluor. 





Calculé. , 
ee - Trouvé. 
Ta?............ 182 47,15 47,18 
6FI........... 114 29,53 
3Az H'..... .. 54 13,99 14,02 
20 .....,..... 16 4,15 
HFI1.......... 20 5,18 4,71 
386 100,00 
T2?O°.......... 222 57,51 57,55 


Ce sel doit étre rapproché du fluoxyniobate de potasse aciculaire 
Nb?O?FI’, 3KFI, HF1 (‘) et du fluostannate acide Sn?Fl*, 3K Fl, HFI (?) 
décrits par M. Marignac. 


Fluoxytantalate potassique. 


Lorsqu’a une dissolution encore chaude d’acide tantalique dans un 
grand excès de fluorure d’ammonium, concentrée par une ébullition 
prolongée, on ajoute du carbonate de potasse pur, par petites portions, 
jusqu’à saturation presque complete, on obtient, par refroidissement, 
de volumineux octaèdres réguliers, transparents. Traités par une petite 
quantité d’eau | pure, ces cristaux deviennent immédiatement opaques 


oe tn 





mm _ me u  — —_ — —— om mee ee ee ee ee ee ee ce 


(') Manioxac, Archives de Genève, t. XXII, p. 260. 
(7) ManiGNac, Annales des Mines, 5° série, t. XV, p. 233. 
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et ne se dissolvent, par une légère élévation de température, qu’en 
laissant un volumineux résidu amorphe riche en acide tantalique. 

Cette décomposition du sel au contact de l’eau semble prouver l’exis- 
tence d’un fluoxytantalate potassique analogue au composé ammoniacal 
précédemment décrit; mais ce procédé ne permet pas de le préparer à 
l’état de pureté. 

Les fluoniobate et fluotantalate de potasse 2KFl, Nb?FI5; 2KF1, 
Ta?FI> étaient jusqu'ici les deux seuls fluosels isomorphes : c'est cette 
relation d’isomorphisme qui avait permis à M. Marignac d'attribuer à 
l’acide tantalique la formule Ta? O5, analogue à celle que l’examen des 
fluoxyniobates avait fait admettre pour l’acide niobique. 

Les mêmes relations d’isomorphisme qui unissent les fluoxyniobates 
aux fluoxytungstates, fluoxymolybdates, fluotitanates, fluostannates, _ 
fluozirconates, fluosilicates, permettent de joindre les fluoxytantalates à 
cette longue série de fluosels. 

On a, en effet, en se bornant aux principaux : 


Prisme rhomboidal oblique. Cubiques. Prisme rhomboidal oblique. 
TPF, 2K F1, 2H0, Zr Fl‘, 3K Fi, Sn’ Fi‘, 3K FI, H FI, 
WO'FP, 2K FI,2HO, Zr Fl‘, 3AzH'‘FI, Nb’O’Fl’, 3K Fl, HFI, 
Nb?O'FP, 2K Fl,2HC. Ti?Fl', 3AzH‘FI ),, Ta?0?FI*, 3AzH'FI, HF! (?) 


Prisme rhomboidal droit. SPF, 3 Az H'Fl 
W:OFP,2AZHFI, NACRE SRE | 
Nb°O*FP,2AzH4Fl,  Nb*O'FP.3 Az WEI, 
Ta?O?Fl’, 3Az H°F1, 
[Ta?0? FP, 3K Fl]. 


Ces fluoxytantalates, tout en établissant une analogie plus étroite 
encore entre le niobium et le tantale, rattachent directement les fluosels 
tantaliques aux fluosels du zirconium, du silicium, du titane, du tung- 
stene et du molybdene. 





ee ne wen 





(') Ces deux sels sont placés dans cette séfie, quoiqu'ils cristallisent en prismes carrés 
très-voisins du cube. 

(?) Le fluosel tantalique, ayant même formule que les deux précédents, leur est joint 
quoiqu’on n’ait pu déterminer la forme cristalline. 





21. 
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CHAPITRE IM. 


NIOBATES ET TANTALATES. 


Les combinaisons de l’acide niobique avec les bases ont été étudiées 
par H. Rose (‘)et par M. de Marignac (?). 

Les niobates alcalins sont seuls solubles; quant aux niobates métal- 
liques, ils n'ont été obtenus jusqu'ici que sous forme de précipités 
amorphes, par double décomposition entre un niobate de soude soluble 
et diverses solutions métalliques. 

H. Rose n’a pas réussi à obtenir de niobate de potasse cristallisé et 
nettement défini. En fondant de l’acide niobique pur avec deux ou 
trois fois son poids de carbonate de potasse, et concentrant la disso- 
lution dans le vide, M. de Marignac obtient un sel en cristaux volumi- 
neux dont la formule est 3Nb?0°, 4 KO, 4H0 + 12 Aq. En dissolvant ce 
sel dans l’eau pure, on a le niobate 7Nb?0°, 8KO, 9H0 + 23Aq, et en 
présence d'un exces de potasse 2Nb?0*, 3KO, 6 HO + 7 Aq. 

Par contre, M. de Marignac n'a pu obtenir de niobate de soude net- 
tement cristallisé. H. Rose en a décrit plusieurs dont quelques-uns ne 
sont pas de composition bien constante. Il en est un pourtant dont on 
ne peut révoquer en doute l'existence et que j'ai obtenu à plusieurs 
reprises dans le cours de ce travail, en fondant de l’acide niobique pur 
avec trois fois son poids de carbonate de soude. La masse fondue est 
laissée quelque temps en contact avec une petite quantité d’eau froide 
qui enlève le carbonate alcalin en exces et ne dissout que des traces 
de niobate sodique. Le résidu insoluble se dissout dans l’eau bouil- 
lante et abandonne, par refroidissement, de petits cristaux prismatiques 
très-brillants qui paraissent appartenir au système rhombique. Le 
mode de préparation, identique à celui de H. Rose, ne pouvant 


m Se re re oe ee = CRE SS EE me de Ms cum 


(') Hl. Rose, Sur les hyponiobates. (Pogg. Annalen, t. CXIU, p. 105-292.) 
(7) ManiGNac, Archives de Geneve, t. XXIII, p. 250. 
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laisser aucun doute sur la nature du produit, je me suis contenté de 
vérifier sa teneur en acide ('‘). 

La formule NaO, Nb?0° + 6HO s’accorde assez exactement avec les 
analyses de Rose. | 





Calculé. Trouvé.  H. Rose (moyenne). 
Nb:0:...... 134 61,18 Gr,14 60,82 
NaO..... . 31 14,15 D 15,86 
6HO....... 54 24,67 
219 100,00 


Ce niobate est peu soluble dans l’eau froide, insoluble dans une solu- 
tion de soude ou de carbonate de soude; exposée à l’air, la dissolution 
se trouble et laisse déposer un niobate acide pulvérulent. Il résulte de 
la décomposition par l’eau d’un sel plus riche en alcali, probablement 
3NaO, Nb?0:. 

Les tantalates alcalins ont été étudiés par Rose avec un soin minu- 
tieux (?); la plupart des sels décrits par lui ne doivent être considérés 
pourtant que comme des mélanges. M. Marignac (?) ne regarde comme 
nettement définis que deux tantalates potassiques : 

1° 3Ta?0°, 4KO + 16HO qu'il obtient en fondant, au creuset d’ar- 
gent, l’acide tantalique avec deux ou trois fois son poids de potasse 
caustique. Isomorphe du sel niobique de même composition; 

2° Ta? 0°, KO insoluble, que l’on obtient en calcinant le sel précé- 
dent. 

Quant aux sels de soude, les tantalates 3Ta?0°, 4NaO + 25Aq et 
Ta?0*, Na O présentent seuls les caractères de composés définis. 


Action des acides niobique et tantalique sur le carbonate de soude. 


H. Rose fit de nombreuses expériences en vue de déterminer Îles 
poids d'acide carbonique déplacé par les acides niobique, hyponio- 
bique et l'acide tantalique, lorsqu'on les fond avec du carbonate de 
soude. 


(') Le même sel a été décrit, depuis la rédaction de ce travail, par M. Birger-Santesson 
(Bulletin de la Société chimique, t. XXIV, p. 53; juillet 1875 ). 

(7) H. Ross, Pogg. Annalen, t. C, p. 551; t. CI, p.11. 

(?) Marıcnac, Archives de Genève, juin 1866. 
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Il n’y a pas lieu de se préoccuper de son acide niobique, qui n'est 
qu’un mélange d’acide niobique réel et d’acide tantalique. 

Mais, si les nombres obtenus avec un acide provenant de la décom- 
position par l’eau de l’oxychlorure de niobium (acide hyponiobique 
de Rose) peuvent être considérés comme concordants et diffèrent peu 
de ceux qui correspondent à la formation du sel 3 NaO, Nb° 0°, il n’en 
est plus de même avec l’acide tantalique, et Rose avait cru pouvoir en 
conclure l’existence de sels différents. 

Scheerer, en 1861, étudiant l’action de la silice sur le carbonate de 
soude, crut établir que la silice et la soude se combinent en diverses 
proportions suivant la température et les quantités d’acide et de car- 
bonate mises en présence. 

M. Mallard (‘) a montré que les acides métalliques se comportent 
différemment suivant qu’ils sont monobasiques ou bibasiques. 

L’alumine, le sesquioxyde de fer, l’acide borique donnent rapi- 
dement une perte en acide carbonique correspondant aux sels 
NaO, Al?0°; NaO, Fe?0°; NaO, BoO®. 

Avec les acides bibasiques les phénomènes sont plus complexes : 

1° La proportion d'acide carbonique chassé tend vers une limite 
qui varie d’une manière continue avec la température. 

2° Le phénomène est limité d’une part par la tension de l'acide 
carbonique à Ja surface du mélange dans le creuset; d’autre part, par 
la réaction mutuelle des deux sels monobasique et bibasique. | 

Les acides niobique et tantalique étant, comme nous le verrons 
plus loin, tribasiques, il y avait quelque intérêt à les étudier par les 
méthodes mêmes de M. Mallard. 

Les résultats sont beaucoup plus simples qu'avec les acides biba- 
siques (silice, acide titanique). 

1° Acide niobique et carbonate de soude. — Les pertes en acide car- 
bonique, rapportées à 100 d’acide, sont corrigées de la perte éprouvée 
par le carbonate de soude seul, déterminée par des expériences préli- 
minaires. 


— ee ne ét RE Re Re es me ms re —— 


(') MarLann, De l’action que la silice et quelques oxydes analogues exercent à une tem- 


pérature élevée sur le carbonate de soude. ( Annales de Chimie et de Physique, t. XXVIM, 
p. 88; 1873.) 
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Le carbonate et l'acide réagissaient sensiblement dans le rapport en 
poids de 4 à 1, ou en équivalents de 10 à 1. 


a. Fusion au creuset de platine au-dessus d’un bec Bunsen. — 
Pression du gaz : 41 millimètres d’eau. 


Acide niobique..................... 1,0085 
Carbonate calciné, mais non fondu..... 3,7655 


Pertes observées de dix minutes en dix minutes : 


Des ss ses sers crosses 46,35 
> ssesssereses esse ee 47,62 
3........................ eee eens 47 ,62 


En vingt minutes, à une température relativement basse, la perte 
limite est atteinte. La formation d’un niobate tribasique 3NaO, Nb* 0° 


exigerait 49, 26. 
b. Bec Bunsen. — Pression du gaz : 18 millimètres d’eau. 


Acide?niobique................. ... . 1,013 
Carbonate....................,..... . 4,012 


On observe de dix en dix minutes les pertes suivantes : 


Docc cee essesseressesosese ve 25,07 
Denessreressesess fees vues sue 36,82 
3................... .... ......4 .. 40,27 
Buse ss see 42,74 
OS eue. ee ee eee ernennen 47,38 


Sauf la rapidité d’action, la limite est sensiblement la même que 
précédemment. 
c. Bec Bunsen. — Pression: 18 millimètres. 


Acide niobique.................... 0,996 
Carbonate............. nennen 4, 


Au bout de dix minutes, la matière étant fondue, on fait passer dans 
le creuset un ourant d’air sec. La limite est atteinte après une heure 


dix minutes de chauffe; elle est de 47, 29,¢gale aux précédentes. 
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L'expérience est continuée en substituant au courant d’air un cou- 
rant d'acide carbonique sec. On constate une absorption lente, et, au 
bout de trois heures dix minutes, la perte se trouve réduite à 42, 21. 

La limitation de la perte en acide carbonique par la tension du gaz 
ne se manifeste donc ici qu’à condition que cette dernière ait atteint 
une valeur bien supérieure à celle qui s’exerce dans le creuset. 

Quant aux expériences faites à des températures supérieures, au 
chalumeau, elles ne donnent pas de résultats différents de ceux que je 
viens de signaler. De plus, l’incertitude des corrections ne permet pas 
de leur attribuer une confiance absolue. 

H. Rose (') opérait dans des conditions de température tres-diffé- 
rentes et mal déterminées; il ne faisait pas les corrections relatives aux 
pertes éprouvées par le carbonate seul; enfin, pour 1 d’acide, les poids 
de carbonate variaient dans le rapport de 4 à 13. Les nombres obtenus 
ont varié de 47,7 à 52,1. Dans un cas où il avait négligé d’employer 
un acide provenant de la décomposition par l’eau de_l’oxychlorure, la 
perte observée fut de 34,1 pour 100 d'acide; ce résultat doit être attri- 
bué à la présence de l’acide tantalique. 

2° Acide tantalique et carbonate de soude. — L'attaque de l’acide 
tantalique est beaucoup plus lente qu’avec l'acide niobique. 

Les poids de carbonate et d’acide étaient dans le rapport de 5 à ı. 


a. Bec Bunsen. — Pression du gaz: 32 millimètres d’eau. 


La perte limite corrigée après deux heures vingt minutes de chauffe 
est de 28,67. 


b. Fusion au bec Bunsen. — Pression : 42 millimètres. 


Au bout de deux heures, la perte limite est de 28,87. 
L'expérience, continuée au chalumeau, accuse une perte en acide 


en tt fe mes mn Megan ce en Me RE emcee Me - Re ns 





men 


(') H. Rose, Pogg. Annalen, t. CXII, p. 105. 
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carbonique qui ne différe pas de celle qui aurait été constatée avec le 


carbonate seul. 
c. Fusion au chalumeau. 


La perte limite est atteinte au bout d’une heure dix minutes. Elle 
est de 38, 66 pour 100 d’acide et, après correction, de 30,00. | 

La formation du tantalate 3NaO, Ta?O° correspondrait à une perte de 
29,72. 

Tous ces nombres peuvent être considérés comme identiques. 

H Rose (‘) avait constaté des pertes très-différentes : 


16,8 24,8 33,7 40,3 
24,9 35,1 
‚25,0 
26 


Ces nombres obtenus à des températures élevées, difficiles à pré- 
ciser, et qui n’ont subi aucune correction, ne représentent en aucune 
façon l’action du carbonate de soude sur l’acide tantalique. Il résulte, 
au contraire, des expériences ci-dessus que, pour l'acide tantalique 
comme pour l’acide niobique, le seul composé dont on puisse admettre 
la formation est un sel tribasique. 


Niobates et tantalates par voie sèche. 


Les minéraux niobifères et tantalifères constituent des niobates et 
tantalates complexes renfermant presque constamment les acides tita- 
nique, stannique et tungstique, souvent de la zircone et de la thorine. 
Les niobites et tantalites, qui sont, de ces minéraux, les plus simples 
au point de yue de la composition chimique et les mieux caractérisés 
par leur forme cristalline, doivent être considérés, d’après les analyses 
de Blomstrand, Marignac et Rammelsberg, comme des niobo-tantalates 
monobäsiques de fer et de manganèse. ° 


In „| m>nniobites, 
(FeO, Mn O) (mNb?0*, nTa’O!) m <n tantalites. 


(') H. Ross, Pogg. Annalen., t. CI, p. 40. 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI. — Mat 1877. 22 


170 A. JOLY. 


Quant aux autres minéraux, leur analyse a été reprise par M. Ram- 
melsberg ('), qui les considère comme des mélanges isomorphiques de 
niobates, tantalates, titanates et stannates de bases tres-diverses. 

Je me suis proposé de reproduire par voie sèche un certain nombre 
de ces sels. 

Les niobates et tantalates que j’ai réussi à préparer renferment r, 2, 
3 équivalents de base et même 4 pour la magnésie. 

Ils appartiennent donc aux types 


MO, Nb'0*, 2MO,Nb'0:, 3MO, Nb:0:, 4MO, Nb?0*, 
répartis de la façon suivante : 


KO, Nb?0:, 
CaO, Nb?0', 2Ca0, Nb?0: 
CaO, Ta?O0*, 2Ca0, Ta?0', 


» 2MgO, Nb’0,3MgO,Nb°0: | FEO’ Tenor. 
y » 3YO, Nb’0* — 

MnO, Nb?0;, 

FeO, Nb?0°. 


A ces sels je joindrai un niobate acide de potasse 3 KO, 4Nb?0*. 

Ces sels ont été obtenus en maintenant pendant plusieurs heures, 
dans un creuset de platine, de l’acide niobique et tantalique parfaite- 
ment purs, en contact avec un chlorure anhydre, 4 une température 
inférieure à la température de volatilisation de ce dernier. On a, dans 
quelques cas, employé un niobate ou un tantalate alcalin et substitué 
un fluorure au chlorure. | 

Ce sont précisément là les conditions dans lesquelles se sont placés 
MM. Henri Sainte-Claire Deville et Caron pour la reproduction des 
chlorophosphates(?) et M. Hautefeuille pour la reproduction des chloro- 
vanadates de chaux et de plomb (?). Quelles que soient les bases em- 
ployées et les conditions de l'expérience, je n’ai pu réussir à préparer 


(') RAMMELSBERG, Pogg. Annalen, t. CXLIV, p. 56 et 191; t. CL, p. 198. 
(7) Comptes rendus, t. XLVII, p. 985. , 
(?) Comptes rendus, t. LXX VII, p. 896. 
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des composés analogues aux apatites et ax wagnérites, si faciles à 
obtenir avec les acides phosphorique, arsénique et vanadique. 

Dans une mème opération, on obtient le plus souvent des sels de ba- 
sicité différente, qu'il faut soumettre à un triage rigoureux pour l’ana- 
lyse. Cela n’est pas toujours possible; avec l’acide tantalique notam- 
ment, les cristaux sont souvent trop petits pour être isolés et j’ai dû 
me borner à ne décrire que les sels dont la pureté ne pouvait être mise 
en doute. | 


I. — NIOBATES DE POTASSE. 


Niobate monobasique. — L’acide niobique se dissout au rouge vif 
dans le fluorure de calcium. Si l’on fond avec une petite quantité de 
carbonate de potasse (1 équivalent de KO CO? pour 1 équivalent d’acide 
employé) la masse cristalline ainsi obtenue, on trouve, après refroi- 
dissement lent, à la surface du culot et contre les parois du creuset, de 
belles tables rectangulaires trémisées d'un beau jaune paille. Vu la na- 
ture de la gangue, il est tres-penible d'isoler ces cristaux, et ce n’est 
qu'après plusieurs jours d’un traitement par l’acide sulfurique étendu 
et bouillant, qui ne les altère nullement, et des lavages prolongés, 
que la purification peut être considérée comme complète. 

Pour l’analyse, les cristaux finement pulvérisés ont été attaqués par : 
le bisulfate d’ammoniaque; la dissolution se fait lentement. Après dis- 
parition complète ge la poussière cristalline, on reprend par l’eau, 
qui précipite à l’ébullition le sulfate d’acide niobique; la liqueur fil- 
trée, évaporée à sec, laisse, après calcination, déterminer le sulfate de 
potasse. On s’est assuré que ce sel, repris par l’eau, ne laissait aucun 
résidu insoluble, et que la dissolution ne renfermait pas de chaux. 

C'est un niobate de potasse monobasique. 





Calculé. Trouvé. 

KO ............. 47 25,96 25.40 
Nb:0:........ wee 134 74,04 74,16 
181 100,00 99,56 


Les cristaux renfermaient en outre une très-petite quantité de Fe?O?. 


On ne peut mesurer sur ces cristaux que des angles de 90 degrés; 
22. 
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examen dans la lumière polarisée montre qu'ils n’appartiennent pas 
au systeme cubique. 

Niobate acide de potasse. — L’acide niobique, maintenu au rouge 
blanc pendant plusieurs heures dans un creuset de platine avec deux 
fois son poids environ de sulfate de potasse, donne un sel différent du 
précédent. Après lavages prolongés qui enlèvent du sulfate de potasse 
en excès, il reste une matière cristallisée en minces lamelles transpa- 
rentes, à éclat nacré correspondant à la formule 3KO, 4Nb?0:. 








Calculé. Trouvé. 

3KO............ 141 20,83 21,59 
4Nb?0°.......... 536 79,17 98,41 
677 100,00 100 ,00 


MM. Henri Sainte-Claire Deville et Damour avaient obtenu avec 
l’acide tantalique le sel correspondant 3KO, 4Ta?0* dans des circon- 
stances analogues. 


II. — NIOBATES DE MAGNESIE. 


Niobate de magnesie tétrabasique 4 MgO, Nb?0*. — On place dans 
un creuset de platine de l’acide niobique avec un excès de chlorure de 
magnésium récemment fondu et bien pur; il convient de mettre à la 
surface un peu de chlorhydrate d’ammoniaque. Le creuset, muni de 
son couvercle, est placé, enveloppé de magnésie, dans un creuset de 
terre luté. On chauffe dans un bon fourneau à vent avec du coke de 
cornue, en ayant soin d'élever la température aussi rapidement que 
possible jusqu’au rouge blanc; cette température est soutenue pendant 
une heure environ. Un refroidissement lent parait favorable au dévelop- 
pement des cristaux, mais il entraine la formation de périclase dont il 
est difficile de se débarrasser. 

On peut remplacer sans avantage sensible l’acide niobique par un 
niobate alcalin préalablement calciné. 

Lorsqu’on traite par l’eau la matière fondue restée dans le creuset de 
platine, il reste, après disparition du chlorure de magnésium en excès, 
de larges plaques hexagonales transparentes, incolores ou légèrement 
colorées en jaune. 
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Ces plaques peuvent atteindre de 4 à 5, millimètres de diamètre, ce 
qui permet de les séparer aisément d’une poussière cristalline ou 
d’autres cristaux prismatiques qui les accompagnent d'ordinaire; il 
suffit pour cela de les agiter sur un tamis très-fin; un triage à la pince 
permet ensuite d’en recueillir une quantité suffisante pour l'analyse. Si 
l’on examine ces plaques au microscope, on n’y trouve aucune trace 
d’inclusions étrangères. | 

L'analyse a été faite en attaquant la matière finement pulvérisée par 
le bisulfate d’ammoniaque dans un creuset de platine. Lorsque la dis- 
solution est complète, on reprend par l’eau qui, à l’ébullition, préci- 
pite l’acide niobique en flocons volumineux. L’acide est reçu sur un 
filtre, desséché et calciné jusqu’à cessation de perte de poids. Dans la 
liqueur filtrée, la magnésie est précipitée à l’état de phosphate ammo- 
niaco-magnésien. 

On a obtenu ainsi : 


I. II. Oxygène (I). Rapport. 
Acide niobique.... 62,23 61 ,26 18,58 1,24 ou : 
Magnésie’.......... 37,55 37,80 15,02 ? ‘ 


99,78 99,06 
La formule 4MgO, Nb?O? exige 





Acide niobique................, 62,62 
Magnésie................,...., 37,38 
100 ,00 


L'analyse I portait sur 0,188 de cristaux triés; l’analyse II sur 
of", 222. 

Les lames hexagonales de niobate de magnésie présentent l’éclat 
particulier aux lames de mica, dont elles ont d’ailleurs tous les carac- 
tères extérieurs. 

La densité prise sur les cristaux triés est de 4,37. Ces cristaux 
n’exercent aucune action sur la lumière polarisée parallèle les traver- 
sant normalement; l’action devient manifeste si l’on incline Ja plaque. 

Au microscope polarisant dans la lumière convergente, on aperçoit 
nettement les anneaux et la croix noire des cristaux à un axe; ils ap- 
partiennent donc au système rhomboédrique. 
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Les acides nitrique et chlorhydrique bouillants sont sans action: 
l'acide sulfurique les dissout à la faveur d’une longue ébullition. 

Dans son travail sur les titanates (‘), M. Hautefeuille a décrit deux 
combinaisons de l’acide titanique avec la magnésie : un titanate mono- 
basique MgO, TiO? et un titanate bibasique 2MgO, TiO? en beaux oc- 
taèdres réguliers. Quant au premier, il présente avec le niobate une 
similitude complète de forme, d’éclat et de propriétés optiques, comme 
j'ai pu le vérifier en suivant, pour leur reproduction, les indications si 
précises de l’auteur. Il est à remarquer de plus que la composition cen- 
tésimale du titanate diffère peu de celle du niobate. On a, en effet, 
pour la formule MgO, TiO? (Ti = 25) 





Acide titanique..... soso. 67 ,22 
Magnésie.............,.... --. 32,78 
100,00 


Mais il ne pouvait exister de doute sur la nature de l’acide qui avait 
servi à la préparation du niobate hexagonal, préparation que j’ai d’ail- 
leurs répétée bien souvent, toujours avec des acides provenant de la 
décomposition par l’eau d’un oxychlorure bien pur. 

D'ailleurs, la densité du titanate n’est que de 3, gr. Si l’on traite par 
l’acide sulfurique bouillant les lamelles hexagonales de ce sel, sans 
pulvérisation préalable, elles deviennent rapidement opaques et la car- 
casse d’acide titanique ne se dissout qu'à la longue. Il n’en est pas de 
même avec le niobate, qui disparaît sans que les cristaux cessent d’être 
transparents. 

Ce n’est pas là le seul exemple que j’aurai à signaler d’un niobate et 
d’un titanate présentant des formes cristallines identiques ou presque 
identiques, quoique de formule différente. 

Niobate tribasique 3MgO, Nb*0*. — Les cristaux de ce sel accompa- 
gnent fréquemment les lames hexagonales du niobate à 4 équivalents 
de magnésie, sur lesquelles ils se trouvent implantés, et l’impossibilité 
de les séparer complétement fait que peu d'opérations permettent d’ob- 
tenir des cristaux assez purs pour l'analyse. 





HAUTEFRUILLE, Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. IV, p. 169. 
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Ce sont de petits prismes fortement aplatis, transparents et inco- 
lores; ils n’ont pu être mesurés. 
L'analyse faite sur des cristaux triés à la pince donne 








Calculé. ' Trouvé. 

3MgO............. 60 30,92 30,28 
Nb:0:.........,... 134 69,08 69,72 
194 100,00 100,00 


L'analyse a porté sur of, 185 de matière. Elle a été faite au moyen 
du bisulfate de potasse. 

Niobate bibasique aMgO, Nb?0*. — Dans une préparation de niobate 
de magnésie hexagonal se sont formés de petits prismes tres-brillants, 
d’un noir d'acier. 

Leur couleur noire n’est que superficielle et provient d’une réduction 
partielle par le chlorhydrate d’ammoniaque qui accompagne presque 
toujours le chlorure de magnésium fondu. La poudre est grise, mais 
une calcination au rouge pendant quelques minutes suffit pour la 
blanchir. 

L’analyse effectuée sur 0%, 1175 correspond à un niobate bibasique. 
On a en effet | 








Trouvé. Calculé. 
2Mg0................ 76,50 77,02 
Nb'0:..........,..... 23,24 22,98 
99,74 100,00 


Quoique très-petits, ces cristaux permettent des mesures assez pré- 
cises par suite de la netteté des faces. Ils dérivent d’un prisme rhom- 
boidal droit dont la forme primitive differe peu de celle de la niobite. 
Si l’on place horizontalement la plus grande dimension du prisme de 
telle sorte qu’elle devienne la grande diagonale de la base, et si l’on 
pread les mémes notations que pour le niobate de fer, on a 


Niobate de magnésie. Niobite (calculée). 
aa... 128°, 14 


hia? .......... .. 154°,7 154°, 35 
Rig............. 110°,20 1110,54 
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Pour les autres faces, notamment dans la zone g' p, les mesures sont 
incertaines. 


III. — TANTALATE DE MAGNESIE. 


L'action du chlorure de magnésium fondu sur l’acide tantalique est 
beaucoup plus lente et exige une température plus élevée que pour 
l'acide niobique. Il est nécessaire, si l’on veut obtenir des produits nette- 
ment cristallisés, de maintenir le mélange d’acide et de chlorure fondu 
au rouge blanc pendant quatre ou cing heures. Il est impossible d'éviter 
dès lors la production de magnésie cristallisée qui reste mélangée aux 
cristaux d’ailleurs tres-petits; ces derniers correspondent probablement 
eux-mêmes, comme cela se passe pour l'acide niobique, à des sels 
différents. 

Il se produit toujours en grande quantité des plaques hexagonales; 
mais, ou les cristaux sont trop petits pour être séparés à la pince, ou 
les lamelles plus larges, examinées au microscope, présentent des 
inclusions d’octaedres réguliers de périclase. 

L'analyse montre, en effet, que les cristaux renferment une propor- 
tion de magnésie supérieure à celle qu’exigeraitla formule 4 Mg O, Ta?0*. 
Cette dernière exigerait : 





Acide tantalique............ eat eeres 73,50 
Magnésie......... sors. 26,50 
100,00 


L'analyse de deux échantillons a donné : 


u 





Acide tantalique.......... 70,16 69,23 
Magnésie.............,.., ' 31,02 
100,25 


C’est aussi la nécessité d’opérer à une température élevée qui a em- 
pêché Hiortdahl (') d’obtenir un zirconate de magnésie exempt de 
périclase. | 


(') Comptes rendus, t. LXI, p. 213. 
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IV. — NIOBATES DE CHAUX. 


Niobate bibasique, aCa0,Nb?O°’. On introduit, dans un creuset de 
platine, de l’acide niobique bien pur avec un grand excès de chlorure 
de calcium récemment fondu. Le creuset, protégé, comme toujours, par 
un creuset de terre, est chauffé pendant cinq à six heures au rouge 
_ tres-vif; on laisse refroidir lentement dans le fourneau. La masse 
fondue se dissout très-lentement dans l’eau bouillante acidulée par 
l’acide chlorhydrique. On lave à plusieurs reprises par décantation et 
lévigation. 

Après tamisage, qui sépare une poussière cristalline, on trie à la 
pince. 

Pour l’analyse la matière est attaquée par le bisulfate d’ammoniaque. 
L’acide niobique précipité par l’eau renferme encore de la chaux; il 
est nécessaire de l’attaquer de nouveau par le bisulfate. 

On a obtenu ainsi, sur des produits provenant de préparations diffé- 
rentes : 





I. Il. Oxygène. 
Acide niobique. . 90,29 70,32 20 ,98 , 
Chaux.......... 30,07 8,59 Rapport +. 
100,36 


La formule 2Ca0, Nb* O* exigerait : 


Acide niobique..................... 70,53 
Chaux. ............................ 29,47 
100 ,00 


Ce niobate se présente sous la forme de petits prismes incolores très- 
brillants, le plus souvent maclés, ce qui fait que les mesures au gonio- 
mètre de Wollaston ne sont possibles que sur un petit nombre 
d'échantillons. Ils appartiennent au système du prisme rhomboidal 
droit; quelques cristaux, réduits à l’état de tables rectangulaires très- 
minces par le développement excessif des faces g’, peuvent être exa- 
minés au microscope polarisant. Le plan des axes optiques est perpen- 
diculaire à g’ et parallèle à l’axe vertical du prisme. 

Ann. de l’Ec. Normale, 2° Série. Tome VI. — Mai 1877. 23 
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Les mesures effectuées dans la zone du prisme s’écartent peu des 
angles suivants: 


| esse. 139° 
R'g....... ..........,....,,,.,... 112° 


Pour la niobite les angles correspondants sont 140° et 111°54’. Les 
cristaux de niobate bibasique de chaux ne sont pas attaqués par les 
acides nitrique et chlorhydrique; l’acide sulfurique bouillant les at- 
taque lentement. | 

L’adjonction de silice au mélange d’acide niobique et de chlorure 
de calcium donne lieu au même produit; on n'a pu constater la pro- 
duction d’un siliconiobate, quelles que fussent les proportions d’acide 
niobique et de silice mises en présence. 

L’acide titanique et le zircone ne sont attaqués par le chlorure de 
calcium qu’en présence de la silice, et la pérowskite CaO, Ti O? résulte, 
comme l’a montré M. Hautefeuille, de la décomposition du sphène 
qui s’est formé tout d'abord. 

Niobate monobasique,Ca O, Nb?0*. — L'action directe du chlorure de 
calcium sur l’acide niobique au rouge vif ne donne jamais que le nio- 
bate à 2 équivalents de chaux. J'ai pu préparer un niobate mono- 
basique en chauffant, pendant quatre ou cinq heures, dans un creuset 
de platine, le mélange suivant : 


Acide niobique................... 7 parties 
Fluorure de calcium............... 2» 
Chlorure de potassium fondu en excès. 


En reprenant par l’eau qui dissout le fondant, on trouve le fond du 
creuset tapissé de longues aiguilles tres-minces légèrement colorées en 
rose. 

On peut remplacer le fluorure par du chlorure de calcium en em- 
ployant les proportions suivantes : 


Acide niobique....... EE EEE TEE 2 
Chlorure de calcium..................... I 
Chlorure de potassium fondu en excés. 


L'analyse a été faite en faisant bouillir avec l’acide sulfurique les 
cristaux finement pulvérisés jusqu’a dissolution complete. 
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I. 1. Oxygène. 
Acide niobique......... 82,60 82,14 24,65 Ho 
Chaux.......,......... 17,16 | Rapport: 5,03. 


L'analyse I a été faite sur 0,437 de matière préparée avec le chlo- 
rure de calcium; l'analyse II sur 0,140 de matière préparée avec le 
fluorure. 


La formule CaO, Nb? 0° exigerait : 





Acide niobique......... Deane enone . 82,92 
Chaux......................,,.,..... 17,28 
100 ,00 


Les cristaux paraissent dériver d’un prisme rhomboidal droit. Leur 
forme laminaire ou les macles rendent les mesures très-difficiles. 


Y. — TANTALATE DE CHAUX. 


Tantalate bibasique, 2CaO,Ta*O5. — L’acide tantalique chauffé 
pendant quelques heures au rouge vif, en présence du chlorure de cal- 
cium, ne parait que tres-incomplötement attaqué. A la partie supé- _ 
rieure de la masse et contre les parois du creuset, on trouve de beaux 
cristaux transparents légèrement colorés en jaune; au fond du creuset, 
une matière cristalline qu’on prendrait au premier abord pour de l’acide 
non attaqué et qui est un tantalate monobasique. 

Cette derniere matière, maintenue pendant sept à huit heures en 
présence du chlorure de calcium, à une température voisine de la tem- 
pérature de volatilisation de ce dernier, se transforme partiellement en 
tantalate bibasique. 


L'analyse faite sur des cristaux triés à la pince correspond à la for- 
mule 2Ca0, Ta? O* : 











Calculé. Trouvé. 

2CaQ......... 56 20,14 21,05 
Ta'05......... 222 79,86 79,82 
278 100,00 100,87 


Les prismes transparents et légèrement jaunes sont terminés par des 
23. 
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faces planes. C’est un prisme rhomboidal droit de 128°40’ modifié par 
les faces A’ et g’, toujours très-peu développées. Il peut être considéré 
comme ayant avec la niobite une zone commune, la zone A’a’p. L’angle 


hia’? est de 154° 20’; l’angle calculé avec les formes primitives de la 
niobite serait de 154°35’. Ce même angle (154°7’) a déjà été trouvé 
plus haut pour le niobate bibasique de magnésie. 

Tantalate monobasique, CaO, Ta?0*. — La matière cristalline restée 
au fond du creuset dans la préparation du tantalate bibasique de chaux 
présente la composition d’un tantalate monobasique. 

On a en effet: 








Trouvé. Calculé. 
Acide tantalique......... 88,60 88 , 80 
Chaux........ Lever 11,25 11,20 
99,85 100 ,00 


La matière examinée au microscope parait parfaitement homogène. 

Pyrochlore. — Le pyrochlorese rencontre sous forme d’octaédres régu- 
liers à Miask, Brewig, Fredrikswärn et Kaiserstuhl. C’est un niobate 
de chaux renfermant en outre des oxydes de cérium, de lanthane, de 
fer, de la magnésie, des alcalis et du fluor. 

Les pyrochlores de Miask et de Brewig renferment de l’acide tita- 
nique et de la thorine, celui de Fredrikswärn de l’acide titanique. 

Les cristaux de Kaiserstuhl ne contiennent ni acide titanique ni tho- 
rine, d’apres les analyses de Knop et Rammelsberg. 

L’acide tantalique ne se rencontre dans aucune variété de pyro- 
chlore. ° 

Les analyses de ce minéral ont été reprises par Rammelsberg (‘); 
d’après cet habile chimiste, les pyrochlores seraient des mélanges iso- 
morphiques de fluorure de sodium et de divers niobates et titanates 
parmi lesquels dominent les sels de chaux. 

Pour les pyrochlores de Miask et Brewig : 


m (RO, Nb?0°), 


n{RO(Ti,Th)O?], m:n:p=5:4:4, 
pNaFl, 





(') Poggendorff’s Annalen, t. CXLIV, p. 191, et t. CL, p. 198. 
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et pour le pyrochlore de Kaiserstuhl 


3 (2RO, Nb? 05), 
5 Na F1. 


Outre qu’il semble bien difficile de faire la part des inclusions étran- 
gères (et nous savons aujourd’hui, par l’étude microscopique d’un 
grand nombre de minéraux, qu’il existe peu de substances qui en 
soient exemptes), l’isomorphisme des titanate,. niobate de chaux et 
du fluorure de sodium me semble difficile à admettre. 

La ferowskite CaO, TiO? ne cristallise pas dans le système régulier; 
elle appartient au système quadratique et les niobates CaO, Nb° O5 et 
2 Ca O, Nb?0°, précédemment étudiés, au système rhombique, la forme 
du niobate bibasique différant peu de celle de la niobite, très-voisine 
elle-même d’un prisme carré. 

Le pyrochlore ne serait-il pas une combinaison d’un niobate de chaux 
avec le fluorure de calcium? Cette hypothèse s’appuie sur l'observation 
suivante : 

En maintenant pendant quelques heures du fluorure de calcium 
fondu en présence d’acide niobique, on constate la production de nio- 
bate de chaux, d’un oxyfluorure niobique en trémies non cubiques, et, 
enfin, de cristaux octaédriques jaune d’ambre, principalement au 
fond et contre les parois du creuset. En attaquant la masse, grossiere- 
ment concassée, par l’acide sulfurique, à une température inférieure à 
la température d’ébullition, on enlève le fluorure de calcium en excès; 
lavant à l’eau bouillante et triant à la pince, on peut séparer les cris- 
taux octaédriques, légèrement attaqués à la surface, et qui constituent 
probablement le pyrochlore ; la difficulté de les séparer du fluorure en 
excès sans les altérer profondément et la petite quantité de matière que 
j'avais à ma disposition font que les cristaux n’ont pas été étudiés de 
plus près. C’est un point sur lequel d’ailleurs je compte revenir. 


VI.— NIOBATE D'YTTRIA. 


L’acide niobique se trouvant fréquemment associé à l’yttria dans les 
minéraux naturels, il était intéressant d'étudier par synthèse et à l’état 
de pureté des niobates de cette base. 
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En maintenant au rouge blanc, pendant quatre heures, le mélange 
suivant : 

| Acide niobique.................... 2 parties, 
Chlorure d’yttrium................. 2 » 
Chlorure de potassium fondu en excès. 


ıl reste, après dissolution de l’exces de chlorure dans l’eau chargée 
d'acide chlorhydrique et lavages prolonges, une poudre blanche, cris- 
talline, composée de petits octaedres, qui, d’après l’examen au mi- 
croscope, dans la lumière polarisee parallele, n’appartiennent pas au 
système cubique. 

L'analyse faite par le bisulfate d’ammoniaque donne : 


Oxygene. 
Acide niobique .......... 52,33 16,62 
Yttria................... 47,19 9,47 





Le rapport de l’oxygene de l’acide à l’oxygene de la base est ici de 
1,65, soit 3. 
La formule 3 YO, Nb?0O? exigerait('): 





Acide niobique .............. 52,7 
Yütria................,..,... 47,3 
100 ,00 


Ce sel est à rapprocher de la fergusonite du Groënland qui se pré- 
sente sous forme d’octaedres quadratiques hémièdres. D’après les ana- 
lyses de Rammelsberg (7), ce minéral peut être considéré comme un 
mélange isomorphique de niobates et de tantalates tribasiques d’yttria 
et d’erbine. 

Il se produit en même temps, dans l’operation précédente, de longs 
prismes très-déliés, que l’on peut séparer par tamisage du produit pré- 
cédent, mais que je n'ai obtenus qu’en trop petite quantité pour les sou- 
mettre à l'analyse. Ces cristaux représentent probablement un autre 
niobate moins riche en yttria, peut-être 2 YO, Nb? 0°, un des principes 
constituants des yttrotantalites. Suivant Rammelsberg, la tyrite de 


(') L’équivalent de l’yttria employée dans cette préparation était 32. 
(7) RAMMELSBERG, Pogg. Annalen, t. CL, p. 198. 
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Halle, près Arendal, est un niobate bibasique d’yttria, et les variétés 
d'yttrotantalites d’Ytterby, de Kararfvet, des niobotantalates bibasiques 
de la même base. Il est rare de rencontrer des cristaux d’yttrotanta- 
lites; d’après M. Nordenskjéld, ils appartiendraient au système rhom- 
hique, la forme primitive différant peu de celle de la tantalite. 


VII. — NIOBATE DE MANGANESE. 


Je n’ai pu obtenir qu'un niobate monobasique, en maintenant au 
rouge blanc pendant une heure environ. 


Acide niobique. ................., 1 partie 
Protofluorure de manganése........ 1 » 
Chlorure de potassium fondu en excès. 


Un refroidissement lent dans le fourneau favorise le développement 
des cristaux. 

Ce sont des prismes rhombiques roses, transparents, se présentant 
parfois sous forme de larges lames rectangulaires. 

La densité prise à 18 degrés est de 4,94. 

La composition est celle d’un niobate manganeux MnO, Nb? 0. On 
a en effet : 








Calculé. Trouvé. 

MnO ............. 35,5 20 ,94 21,15 
Nb:0:...... sos 134 79,06 79,13 
169,5 100,00 100,28 


Méme en présence d’un excès de fluorure manganeux, je n’ai pu ob- 
tenir de produits différents. 

Les niobites renferment toutes du manganèse et doivent être consi- 
dérées, d'après les analyses de Marignac, comme des niobotantalates 
de protoxyde de fer et de manganèse. 


MnO ) Nb:0;, 
FeO | Ta?0'. 


Le niobate manganeux est donc un des constituants de ce groupe- 
ment isomorphique. Les mesures goniométriques effectuéessur des cris- 
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taux très-nets ne diffèrent pas sensiblement des mesures faites par 

Schrauf(') et M. Des Cloizeaux (?) sur des cristaux du Groéaland. 
L’angle du prisme est de 100° 4o’ et l’on a, pour le rapport d’un 

des côtés de la base à la hauteur, 





b_1000 | 
h 671,62 
Mesuré. Calculé. D'après M. Des Cloizeaux. 

h'm........ 140.20. 140.00 
A’ hs... 162.19 162. 19 
h'h....... 158.00 157.33 
Rh’ gt... eee 127.ooenviron 125.55 
h'e.....…. 99.28 99-47 
h'a........ 117.44 118.20 
Cy 152.16 152.07 151.30 
ha... 153.20 154.35 


La niobite du Groënland a sa forme primitive définie, d’après 
M. Des Cloizeaux, par l'angle de 100°40' et par le rapport 


b 1000 


h 675,69 





4 4 24 ; 
Les faces h*, g', g° et a? n’ont pas été observées sur les cristaux du 
Groënland. 
VIII. — NIOBATE DE FER. 


C’est de tous les niobates celui qu’il est le plus difficile d’obtenir à 
l’état de pureté ou en cristaux mesurables. 

On peut le préparer, comme le niobate de manganèse, en portant au 
rouge blanc, pendant deux heures, dans un creuset de platine, le mé- 
lange suivant : 

Acide niobique ................. 3 parties. 


Protofluorure de fer...... ss. 2 » 
Chlorure de potassium fondu en excès. 


On obtient, après traitement par l’eau, de gros prismes noirs d’acier, 


(') Mineralogie de Dana. 
(?) Des Croızeaux, Annales des Mines, t. VIII, p. 386. 
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fibreux et fréquemment mélangés d'acide niobique cristallisé, ce qui 
rend les mesures difficiles et les analyses incertaines. 

Le même procédé qui a permis à M. Debray (‘) d'obtenir de beaux 
cristaux de wolfram ne donne ici que des résultats très-imparfaits. 
Lorsqu'on fait passer au rouge blanc un courant d’acide chlorhydrique 
sur un mélange intime d’acide niobique et de sesquioxyde de fer, on 
obtient, outre de l’acide niobique cristallisé, de petits prismes très- 
brillants, noir de fer; mais ces cristaux ne se produisent jamais qu’en 
très-minime quantité. 


IX. — NIOBATE DE FER ET DE MANGANESE. 


La présence du manganèse semble faciliter la production de cris- 
taux nets, mais toujours très-petits, de niobite. 
C’est ainsi qu’en portant au rouge vif le mélange suivant : 


Acide niobique................. 5 parties, 
Protofluorure de fer............. 4 
Protofluorure de manganèse...... 2 » 


on obtient de petits cristaux noirs, très-brillants, rappelant, par leur 
forme ramassée, les cristaux de niobite du Groënland. 

Leur densité est de 5, 24. , 

L’analyse donne : 





Acide niobique............,...... 77599 
Protoxyde de fer...........,...... 14,89 
Protoxyde de manganése........... 7,22 

100,10 


ou tres-sensiblement 
(2 FeO, : MnO), Nb?05. 


| 
Cette composition diffère peu de celle de la niobite de Chanteloube, 
pres de Limoges, découverte et analysée par M. Damour et qui renferme: 





Acide niobique............... wee. 78,74 
Protoxyde de fer................., 14,50 
Protoxyde de manganèse........... 7,17 

100,41 





(') Dgpray, Comptes rendus, t. LV, p. 287. 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI. — Juin 1877. 24 
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La densité de cette dernière variété (5,72) est un peu plus élevée 
que celle de la variété artificielle, mais on ne doit pas oublier que la 
niobite de Limoges renferme une assez forte proportion d’acide tanta- 
lique, ce qui, tout en élevant la densité, augmente en mème temps la 
proportion d’acide métallique. 


CONCLUSIONS. 


I. Les combinaisons du carbone et du tantale avec l'azote n'étaient 
pas connues. J’ai décrit pour le tantale les azotures Ta‘ Az’, Ta? Az et 
le carbure cristallisé Ta?C?. 

Le niobium fournit également un carbure Nb? C? et l’azoture Nb? Az. 

Toutes les fois qu’on porte les acides niobique et tantalique à une 
température élevée en présence du charbon, il se forme des composés 
renfermant de l’azote et du carbone, et qui ne sont que des mélanges 
d’azoture et de carbure. 

II. J'ai montré que le tantale pouvait donner des oxyfluosels ana- 
logues à ceux que l’on obtient si facilement avec le niobium. 

III. L’acide niobique forme, en se combinant par voie sèche à diffé- 
rentes bases, quatre classes de sels 


MO, Nb°0:, 2 MO, Nb:0', 3MO,Nb?0!, 4 MO, Nb?05. 


On n’a observé la formation d’un niobate tétrabasique qu’avec la ma- 
gnésie. 

J'ai étudié pour l’acide tantalique quelques sels correspondants. Il 
m'a été impossible d'obtenir des composés analogues aux apatites et 
aux wagnérites, si faciles à préparer avec les acides phosphorique et 
arsénique, et l'acide vanadique lui-même. 


OBSERVATIONS 


SUR 


DEUX POINTS DU CALCUL DES VARIATIONS, | 


Par M. Cu. MERAY, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON. 





I. — SUR LE CALCUL DE LA VARIATION D'UNE INTEGRALE DEFINIE. 


Le développement de la variation d’une intégrale définie, qui con- 
duit immédiatement aux conditions du maximum ou du minimum de 
cette intégrale, s’obtient habituellement de deux manières différentes, 
selon que les limites de l’intégrale sont données ou indéterminées. Les 
calculs sont simples et directs dans le premier cas, mais non dans le 
second, soit qu’on le ramène au premier en changeant la variable d’in- 
tégration, soit que l’on introduise dans le raisonnement la quantité 
auxiliaire, désignée ordinairement par la lettre w. Ces procédés ont 
tous deux quelques inconvénients pour l’enseignement : ils compli- 
quent sensiblement les calculs et rompent l’uniformité de la théorie: 
le dernier même, qui est le plus usité, me semble comporter une ob- 
scurité réelle par la nécessité qu'il impose d'introduire cette quan- 
tité w, qui n’est pas une variation, et surtout de considérer la variable 
d'intégration comme dépendant d’autre chose que d’elle-même. La 
méthode que je vais indiquer s’applique indistinctement aux deux cas 
et n’est sujette à aucune de ces critiques. 

Pour fixer les idées, je considérerai simplement l'intégrale définie, 


S — "FL a, y," |dz, 


I 
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où y représente une fonction indéterminée de x, y!” sa dérivée m’*"*, 
et 2, x, des quantités indéterminées; yo, y} d’une part, y,, yŸ d'autre 


di 
part, designeront les valeurs que prennent les fonctions y, Tr pour 


x=x,etpour==xr,. Enfin, après avoir remplacé, dans l'intégrale, 
x, et x, par des fonctions indéterminées d’une nouvelle variable «, 
y par une fonction indéterminée des variables indépendantes x, a, j'ap- 
_pellerai variations des quantités xo, æ,, y, y®, et je représenterai par 
la caractéristique d leurs différentielles partielles par rapport à a. On 
aura ainsi 
ÔT, — = dx, 6% = Er da; or = oy da, = er da. 

Cela posé, l’integrale S est devenue aussi une fonction de «, et le 
calcul de sa variation, c’est-à-dire de sa différentielle par rapport à «, 
s'opère par l'application des quatre principes suivants : 


1° La variation OS de l'intégrale proposée est égale a 
Fla, yu y |x, — Fla, yo, ym ] dx. + | "dz.öFfz, rym). 


2° La variation OF d’une fonction composée de y et de ses dérivées, 
telle que Ffx, y, y™ |, est égale à 
dF dF 
dy oy + dy) oy (™), 
3° La variation dy" d'une dérivée d'ordre quelconque de y par rapport 
ax est égale a 
di 


dat 7° 

4° La valeur [dy], que prend, quand on attribue à x une valeur 
" égale à l’une des limites de l'intégrale, x, par exemple, la variation dy, 
est égale à l'excès de la variation de yj), valeur de y® pour x = xo, sur 
le produit de yÿ*+' par day. 


Les deux premiers principes reposent sur les règles de la différen- 
tiation par rapport au paramètre «, soit d’une intégrale définie le con- 
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tenant tant dans ses limites que dans la fonction placée sous le signe f, 
soit d’une fonction composée de x et de fonctions simples des variables 
indépendantes x, a. Le troisième résulte de l’indifference de l’ordre 
de différentiations quelconques exécutées par rapport à x et à « sur 
une même fonction de ces deux variables indépendantes; et il est 
inutile d’insister autrement sur leur démonstration. 

Le quatrième s’etablit en remarquant que y!’ est une fonction com- _ 
posée de a; car, y étant, par hypothèse, une fonction des variables 


. di . . . 
indépendantes a, a, y? == Ta est aussi une certaine fonction ¢(2, «) 


des mêmes variables, et y\ = 9(a,, a) est une fonction de a seulement, 
où ce paramètre entre de deux manières, savoir: immédiatement et, 
en outre, par l'intermédiaire de x,, qui est fonction de a. Il en résulte, 
par la théorie des fonctions composées, 


do (24, a) do do \ dx, 
ge da (Ze) da + (Ge) ae 


formules où les parenthèses indiquent des dérivées partielles; mais on 
a évidemment 


do(xe, a «(i d . d „da 
PP Le: I Es ) da = by‘ ) (2) da = [ dy (1, (2) = 7 , da da = OX, 





et la formule précédente devient ainsi 

ay! = [By], + tons 
d’où l’on tire bien 
(1) Cart] = dy) — yt dz. 
On a de même, à l’autre limite, 
(2) [dy Ji = dy) — yr dx. 


Cela posé, l’application des trois premiers principes donne, comme 
on le sait, 
dE, dE dir | 


T 
6S = Fla, 7, rm ]ox, — Fl 2, yo, 0" ] 0%, +f de| 7 ay oy + =—— dy dam ; 


l'intégration réitérée par parties du second terme de la fonction placée 
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sous le signe f transforme l'intégrale en 


[af dF „de dF 1. 
Zr ) Fe qe |? 


et ajoute à la quantité extérieure au signe f la différence 
Sen [fs dr | dear} 


dz dy | dz 


i=l t=, 


VY nf dF on] 
| — da dyi™) | dar: 


, er oy . | de-!öy de-iöy 
L’application du troisième principe aux facteurs =), (=), 


des termes généraux de ces sommes les change en [¢dy'"~],, [dy"®],, 
quantités que les relations (1) et (2) permettent d’ecrire 











öymd — ylm—it NOx, Sylm—i) — ylm-i+NQy,, 


moyennant quoi 6S revêt définitivement la forme d'une fonction linéaire 
et homogene des variations de 2, Yo, You es Yo) Lis Vas Vis ones N's 
augmentée d'une intégrale définie portant sur le produit par dy, d’une 
certaine fonction composée de æ, y, y’, ..., y, 

Si quelque limite de l'intégrale S est donnée, il faut remplacer par- 
tout sa variation par zéro, et par suite la valeur correspondante de 
dy("~) par la simple variation de la valeur correspondante de y(*2. 
Dans tous les cas, et sauf la transformation finale des valeurs des varia- 
tions aux limites de l'intégrale, notre méthode n’exige ainsi que les 
considérations avec lesquelles on traite habituellement le cas des limites 
fixes. 


II. — SUR L'ÉTABLISSEMENT DES CONDITIONS DE MAXIMUM 
OU DE MINIMUM D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


Considérons, pour fixer les idées, une intégrale définie où la fonction 
sous le signe f dépend d’une seule fonction indéterminée y de la va- 

riable d'intégration x. Après avoir mis la variation de cette intégrale 
sous la forme 


(1) A+ |“ de.Bay, 
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où A est une fonction linéaire et homogène de 32,, dyo, dvi, ..., dæ,, 
dy,, oy;, ..., et B une fonction composée de x, y, y’, ..., on dit que 
la nullité indéfinie de cette variation entraîne les conditions séparées 


(2) A=o, B=o, 


parce que la détermination préalable, en fonction du paramètre a, des 
valeurs aux limites de x, y, y’, ..., qui entrent dans A par elles-mêmes 
ou par leurs variations, n’en laisse pas moins y fonction indéterminée 
de x et de « dans l’intervalle x, x,. Ce raisonnement laisse à désirer: 
car, après la determination partielle dont il s’agit, y n’est plus fonction 
arbitraire de x et de « entre x, et x,, cette fonction ne pouvant évi- 
demment être égalée à aucune de celles qui, pour æ = x, et æ = x,, 
ne se réduisent pas, elles et leurs dérivées, aux fonctions de «, anté- 
rieurement choisies pour les valeurs initiales et finales de y, y’, y", .... 
Mais voici une manière tres-simple de procéder en toute rigueur. 

En désignant par yo, Yor ces 875 Yes Nis +» les valeurs aux 
limites de y et de ses dérivées qui figurent dans À, soit par elles-mêmes, 
soit par leurs variations, toute fonction y de x et de «, olotrope (') dans 
l'intervalle x, x,, qui se.réduit à ya, Ya» ..., 7, elle et ses ky —1 pre- 
mières dérivées par rapport à æ, pour æ = 2, et AY, Ji, +”, 
elle et ses A, — 1 premières dérivées par rapport à x, pour x = x,, est 
de la forme 


(3) T=H+(xz—-x)o(z — an, 


où H désigne une fonction olotrope de x et de 2, Yo, Yor + Yor 's 
Lys Vis Vis es Ye), choisie au hasard parmi celles qui satisfont à ces 
deux series de conditions extrêmes, et 7 une fonction de zx (et de a) 
tout à fait arbitraire. Effectivement la différence y — H s’annule évi- 
demment avec ses kA, —1 premières dérivées pour æ = x,, et avec 
ses #, — 1 premières dérivées pour æ = x,, et par suite, en vertu de la 
théorie des fonctions d’une seule variable, se réduit au produit de 
(x — 2,)*(x — x,)* par une certaine fonction olotrope dans l’inter- 


(') J'ai désigné ainsi, dans une autre occasion, les fonctions développables par Ja série de 
Taylor, en faisant remarquer qu'à elles seules on est en droit d’appliquer les propositions 
générales du Calcul différentiel et intégral. 
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valle 2 x,. D'ailleurs toutes les fonctions fournies par la formule (3) 
satisfont évidemment aux conditions auxquelles H et, par suite, y sont 
assujetties en x, et 2,. 

Cela posé, comme la différentiation de la relation (3) par rapport à 
o. donne 


a 


4) ( oy = OH — [x — zit — x Jh-'n [hx — x dx, +h, (x — x)èr.] 
wn + (2%—a4,\h {x — xjhôr, 

où JH est évidemment une fonction linéaire et homogene des variations 
de Los Yo» ces 190°", Dis Vis ce. Ya, la variation (1) prend la forme 


(5) A [de(s alla 2) Br, 
Te 

A’ représentant ici l’ensemble des termes de A et de ceux de même 
nature fournis par les deux premières parties du second membre de la 
formule (4), et B’ élant ce que devient l’expression différentielle B, 
apres la substitution à y, du second membre de la relation (3). 

A présent, dy étant tout à fait arbitraire entre x, et x,, le raisonne- 
ment habituel permet d'établir rigoureusement que la nullité indéfinie 
de la variation (5) entraine l'identité 


(x — tob(xz — x) B'— 0, 
puis 
(6) B’=o 


entre x, et x,, et finalement de x, à x, inclusivement; car B,, B, sont 
les limites vers lesquelles tend B quand x tend successivement vers x, 
et vers x,. Il suffit actuellement d’exécuter dans l'identité (6) la substi- 
tution inverse de celle qu’exprime la relation (3) pour retrouver suc- 
cessivement la seconde et la première des conditions (2). 


ÉTUDE EXPÉRIMENTALE 


SUR LES 


PHÉNOMÈNES D'INDUCTION ÉLECTRODYNAMIQUE, 


Par M. L. MOUTON, 


AGREGE PRÉPARATEUR À L'ÉCOLE NORMALE. 





HISTORIQUE. 


La reprise de l'étude, au point de vue statique, des phénomènes pre- 
sentés par les piles a, sinon enfanté, du moins justifié, éclairci et 
étendu le système théorique auquel on en rattache aujourd’hui l’en- 
semble. On peut donner plusieurs raisons pour expliquer l’abandon 
dans lequel furent laissées, surtout en France, ces études statiques 
dont le génie de Volta avait su tirer un si merveilleux parti : d’abord 
les difficultés d’un maniement précis des électroscopes à feuilles d’or 
ou à pailles qu'avait employés Volta; en second lieu, le peu d’im- 
portance pratique de ces phénomènes devant les prodigieux effets que 
produisait coup sur coup la pile fermée; et enfin surtout le manque 
de netteté théorique qu’offrait aux esprits élevés à l’école de Coulomb 
cette tension que Volta transmettait par communication immédiate, 
sans se soucier de la forme géométrique des corps, qui paraissait 
appartenir aussi bien à l’intérieur qu’à la surface des conducteurs, 
sorte de température électrique complétement ignorée de Coulomb, et 
où Volta avait été conduit par les voies impénétrables du génie ('). 


(') Ces lignes étaient écrites quand j’ai lu, dans la Préface du Traité d'électricité statique 
de M. Mascart (Paris, 1876), le nom de tension de Volta donné au potentiel. Les expres- 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI. — Juin 1877. 25 
® 
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Si l’on veut une preuve de ce que j’avance, que l’on voie comment 
Biot faisait l'expérience classique destinée à mettre en évidence la 
tension électrique de la lame de cuivre mise en contact avec une lame 
de zinc tenue à la main; au lieu de mettre pendant le contact la lame 
de cuivre en communication avec l’un des plateaux de l’Electroscope, 
il la séparait de celle de zinc, puis allait la décharger à l’électroscope, 
et recommençait. « Après sept ou huit contacts de ce genre, dit-il, 
si l’on enlève le plateau supérieur du condensateur, les pailles divergent 
très-fortement en vertu de l’électricité déposée dans le plateau infé- 
rieur par les contacts successifs du disque métallique (*). » 

I] est bien curieux de voir comme Ampère sépare nettement ces 
deux manifestations, statique et dynamique, de l'électricité, essaye de 
les relier l’une à l’autre, mais est obligé de se tenir dans des généra- 
lités insaisissables au calcul à cause de la complexité de cette tension, 
mesurée par des attractions et des répulsions, qu'il a seule dans la 
pensée. 

« L'action électromotrice, dit-il, se manifeste par deux sortes d'effets 
que je crois devoir d'abord distinguer par une définition précise : 
j'appellerai le premier tension électrique, le second courant électri- 
que..... Dans le second cas, il n’y a plus de tension électrique, les 
corps légers ne sont plus sensiblement attirés, et l’électromètre ordi- 
naire ne peut plus servir à indiquer ce qui se passe dans le corps; ce- 
pendant l’action électromotrice continue d'agir; car, si de l’eau par 
exemple, un acide, un alcali ou une dissolution saline font partie du 
circuit, ces corps sont décomposés..... Mais ces effets cessent dès qu’on 
interrompt le circuit, que les tensions se rétablissent, et que les corps 
légers sont de nouveau attirés, ce qui prouve bien que ces tensions ne 
sont pas cause de la décomposition de l'eau, etc. 

» Lorsque les deux corps ou les deux systèmes de corps, entre les- 
quels l’action électromotrice a lieu, sont en communication par des 
corps conducteurs entre lesquels il n’y a pas une autre action électro- 





sions tension de Coulomb, tension de Volta, qui peuvent se définir d'une, façon purement 
expérimentale, ne seraient pas seulement un hommage rendu à de grands noms, mais pour- 
raient peut-être lever les scrupules des physiciens qui hésitent, non sans raison, à emprunter 
au calcul des considérations & priori. 

(?) Bror, Traité de Physique expérimentale et mathématique, Paris, 1816; t. II, p. 471. 


@ 
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motrice égale et opposée à la première, ce qui maintiendrait l’état 
d'équilibre électrique et, par conséquent, les tensions qui en résultent, 
ces tensions disparaissent ou du moins deviennent très-petites, et il 
se produit les phénomènes indiqués ci-dessus comme caractérisant ce 
second cas. Mais, comme rien n’est d’ailleurs changé dans l’arrange- 
ment des corps entre lesquels se développait l’action électromotrice, 
on ne peut douter qu'elle ne continue d’agir; et, comme l'attraction 
mutuelle des deux électricités, mesurée par la différence des tensions 
électriques, qui est devenue nulle ou a considérablement diminué, ne 
peut plus faire équilibre à cette action, on est généralement d'accord 
qu'elle continue à porter les deux électricités dans les deux sens où 
elle les portait auparavant, en sorte qu’il en résulte un double cou- 
rant, l’un d'électricité positive, l’autre d'électricité négative, partant 
en sens opposés des points où l’action électromotrice a lieu et allant 
se réunir dans la partie du circuit opposée à ces points. Les courants 
dont je parle vont en s’accélérant jusqu’à ce que l’inertie des fluides 
électriques et la résistance qu'ils éprouvent par l’imperfection même 
des meilleurs conducteurs fassent équilibre à la force électromotrice, 
après quoi ils continuent indéfiniment avec une vitesse constante tant 
que cette force conserve la même intensité; mais ils cessent toujours à 
l’instant où le circuit vient à être interrompu. C’est cet état de l’élec- 
tricité dans une série de corps électromoteurs et conducteurs que je 
nommerai, pour abréger, courant électrique ('). » 

Que la tension, dont le nom revient si souvent dans ce passage, soit 
celle de Volta, et cette page magnifique, que je n’ai pu m'empêcher de 
citer tout entière, contient toute la théorie mathématique que M. Kir- 
chhof a donnée vingt-neuf ans plus tard (?). 

Mais c'est dans le Mémoire même dont j'ai extrait les lignes qui pré- 
cèdent qu'Ampère donne à l'instrument nouveau, basé sur la récente 
expérience d’OErstedt, son nom de galvanometre, instrument dont la 
sûreté et la commodité pour l'étude du courant vont faire compléte- 
ment abandonner les recherches statiques. 

ll a fallu la justification expérimentale des lois si singulièrement 


(') Annales de Chimie et de Physique, 2° série, t. XV, p. 59 (1820). 
(*) Poggendorff’s Annalen, Band. LXX VIII, Seit. 506 (1849). 
25. 
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établies par Ohm ('), puis les travaux mathématiques des Green, des 
Maxwell, des Thomson, pour remettre en honneur les études statiques, 
amener la création de nouveaux électromètres ou le perfectionnement 
des anciens, et finalement édifier la belle théorie mathématique de 
M. Kirchhof (?). 

J'ai cru devoir tracer ces quelques lignes de l’histoire des piles, 
parce que c’est à elle que je dois rapporter l’idée du travail qui va 
suivre, et que, d’ailleurs, elle me parait éclairer celle des phénomènes 
d'induction d’un jour particulier. 

Quand Faraday les découvrit en 1831 (?), le galvanomètre était le 
seul instrument dont on se servit avec les piles ou autour d'elles. Aussi 
l'illustre physicien anglais n’étudia-t-il l’action inductrice qu’en tant 
que produite dans un circuit fermé renfermant un galvanomètre. II 
examina du reste les différents modes de production de cette action, 
constituant les importants chapitres de cette grande science. Je ne 
signalerai, parmi les nombreux travaux dont cette découverte fut le 
point de départ, que ceux qui se rapportent spécialement à l'induction 
produite par l'établissement ou la rupture du courant inducteur. 

Dans un Mémoire sur l’extra-courant, Masson (*) appelle l'attention 
sur l’étincelle et les effets physiologiques produits par l'induction. C’est 


(') Une des plus curieuses individualités que présente l'Histoire des piles est celle de 
Ohm. En reprenant la tension de Volta, c'est-à-dire en accordant à l'électricité des pro- 
priétés si complétement en désaccord avec les idées que l’on avait alors de ce fluide, a-t-il 
obéi comme Volta à l'intuition d’un génie que le reste de ses écrits ne justifierait peut-être 
pas suffisamment, ou bien, disciple de Fourier, a-t-il voulu simplement, en calquant ce grand 
maître, faire une de ces études a priori qu’affectionnent les Allemands? Il y aurait là un sujet 
d'étude assez tentant,..., si Ohm était un Francais. 

(7) Outre le Mémoire cité plus haut, voir l'analyse qu’en a donnée Verdet dans les 4anales 
de Chimie et de Physique, 3° série, t. XLI, p. 496; aussi Œuvres de Verdet, Conférences 
de Physique faites à l’École Normale, publiées par M. Gernez, première Partie, p. 329. — 
Briot, Théorie mécanique de la chaleur, Paris, 1869, p. 259. 

(*) Les recherches de Faraday sur ce sujet ont été lues le 24 novembre 1831 à la Société 
royale de Londres; une lettre de Faraday à M. Hachette, lui annonçant ses expériences, fut 
traduite et lue à l’Académie des Sciences de Paris, le 26 décembre 1831; une copie en fut 
imprimée dans le Temps du 28 décembre. La lecture de Faraday est imprimés dans les 
Philosophical Transactions of the royal Society of London de l'année 183, p. 125 et suiv., 
sous le titre : Experimental researches in electricity; une traduction en a été donnée aux 
Annales de Chimie et de Physique, t. L, 2° série (1832). 

(‘) Annales de Chimie et de Physique, 2° série, t. LXVI (1837). 
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a propos de cette étude qu'il imagine une roue interruptrice destinée à 
multiplier les effets, première ébauche des rhéotropes, interrupteurs, 
disjoncteurs, etc., qui furent depuis à peu près universellement em- 
ployés dans les recherches sur l'induction. 

De 1835 à 1840 parurent les importants travaux de M. Henry, de 
Princeton, sur les courants induits d'ordre supérieur ('). Ce physicien 
se servit comme moyen d'investigation de l’aimantation produite par 
les courants induits sur de petites aiguilles d’acier. 

M. Abria a donné un résumé des travaux de M. Henry (?). C’est là 
que se trouvent développées les considérations théoriques devenues 
classiques pour expliquer le mécanisme de l'induction (*). 

Dans ces explications figurent à chaque instant les mots quantité, 
intensité, tension, pour désigner des fonctions qu’il est malheureuse- 
ment difficile, non pas peut-être de définir théoriquement, maïs de 
rendre directement et sûrement, surtout pour ce qui est des dernières, 
accessibles à des mesures directes. L'introduction de telles locutions 
dans les sciences expérimentales entraine souvent de facheuses consé- 
quences, et le cas actuel en est une preuve. Pour ne citer qu'un exem- 
ple, que signifient les expressions décharge de quantité et décharge de 
tension, courant de quantité et courant de tension, qu'il n’est pas rare 
de rencontrer dans les travaux qui nous occupent? 

Les définitions théoriques qui semblent ressortir le plus nettement 
des Mémoires des physiciens qui ont employé ces termes sont les 
suivantes, que j’emprunte textuellement à M. Bertin (*): 


« Lorsque le courant est constant (formule J = x) la quantité 


d'électricité transportée dans un certain temps 6 est 18; ct, si le temps 
est égal à r, cette quantité est I, de sorte que les mots intensité et 
quantité peuvent être pris l’un pour l’autre dans ce cas, mais seulement 


(') Transactions of the american philosophical Society, années 1835 et suiv. — Philoso- 
phical Magazine, mars, avril et juillet 1840. 

(7) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. III, p. 394 et suiv. (1841). 

(*) Venper, OEuvres, Conférences faites à l’École Normale, publiées par M. Gernez, 
première Partie, p. 390. — Jamin, Cours de Physique de l’École Polytechnique, 2° édition 
(1869); t. III, p. 283, 287. — GAVARBRET, Traité d'électricité, t. 11, p. 220 (1858). 

(‘) Annales de Chimie et de Physique, t. XXII, 4° série (1875). — Revue des travaux 
de Physique publiés a l'étranger, p. 487. 
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dans ce cas. Si, au contraire, le courant est variable, l'intensité l'est 
aussi; c’est à chaque instant la quantité d'électricité que le courant 
transporterait par seconde, s’il restait indéfiniment dans l’état où il 
est à cet instant-la. Mais cet état, au lieu d’être constant, ne dure 
qu’un temps infiniment petit dz; si donc on désigne par # l'intensité 
au temps 2, la quantité d'électricité transportée dans le temps dé sera 
i dt, et la quantité totale sera g = fidt, en étendant cette intégrale à 
toute la durée du courant. 

» On peut chercher à représenter les variations du courant par une 
courbe dont l'abscisse serait le temps et l’ordonnee l'intensité; la quan- 
tité du courant serait l’aire de la courbe, et la tension serait caracté- 
risée par l'intensité maximum. Ainsi, en résumé, quand on sera par- 
venu à tracer la courbe des courants induits, en prenant pour abscisse 
le temps et pour ordonnée l'intensité, la tension sera indiquée par l’or- 
donnée maximum, et la quantité sera représentée par l'aire de la 
courbe. » 

Au point de vue théorique, on peut objecter à ces définitions que 
le I de Ohm est indépendant non-seulement du temps, mais du point 
considéré du circuit. En est-il de même du z variable à un moment 
donné? Que deviennent alors les définitions qui précèdent? Et en sup- 
posant ce point éclairci, que de difficultés dans la traduction des don- 
nées expérimentales pour les amener à exprimer les fonctions qui 
viennent d’être définies! Que d’a peu pres dont la conséquence est 
une discordance complète des résultats obtenus par divers expérimen- 
tateurs! 

Ce fut M. Abria qui reehercha le premier « les lois des courants d’in- 
duction », ainsi qu’il le dit lui-même au début de son premier Mé- 
moire (*). Comme M. Henry, il se sert de l’aimantation d’aiguilles 
d'acier, trouvant que « le galvanomètre n’est pas, pour la sensibilité, 
comparable au procédé d’aimantation ». « Ce moyen de comparaison, 
dit M. Pouillet (7), ne peut pas sans doute donner des rapports d’in- 
tensité parfaitement rigoureux; mais il conduit du moins à des ap- 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. II (1841), p. 5. 
(?) Elements de Physique expérimentale et de Météorologie, 7° édition (1856), t. I, 
p- 725. 
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proximations qu'il faut bien accepter, en attendant que l’on trouve une 
méthode plus sire. > Ä 

M. Abria étudie successivement l’influence du nombre de tours du 
fil inducteur, de la distance, de la section et de la conductibilité du fil 
induit. 

Dans un second Mémoire ('), il étudie les effets désignés habituel- 
lement sous le nom d'influence des diaphragmes, et les explique, 
comme on le fait encore, par les courants induits d'ordre supérieur; 
puis, constatant la différence des effets généraux, selon qu'on les me- 
sure au galvanomètre ou à l’aimantation, il passe à l’étude des « autres 
effets physiologiques, calorifiques, lumineux ou chimiques que peuvent 
produire les courants d’induclion ». 

Préoccupé d'étudier l’état électrotonique (electro-tonic state) par 
lequel Faraday (?) avait tenté d’abord d’expliquer les phénomènes de 
l’induction, Marianini(*) essaye de ne fermer le circuit induit qu’à 
des temps variables après la fermeture du courant inducteur. Il trouve 
qu'au bout de $ seconde il n’obtient plus aucun phénomène de cou- 
rant; mais, si le temps qui sépare les deux fermetures est moindre que 
+ seconde, il obtient au fil induit une déviation plus faible, mais tou- 
jours de même sens que celle de Faraday. Ce dernier résultat est en 
contradiction avec celui qu’ont obtenu, dans des expériences analogues, 
M. Blaserna et M. Bernstein, vingt-cinq ans plus tard. Le phénomène 
oscillatoire se traduit, dans ce cas, par des changements de sens du 
courant, qui paraissent avoir échappé à Marianini. 

En 1841, MM. Masson et Bréguet fils présentent à l’Académie des 
Sciences un important Mémoire (*) dans lequel leur principale préoc- 
cupation parait être d'amener une assimilation entre les phénomènes 
de l’induction et ceux de l’électricité statique. Ils étudient en un mot 
les phénomènes de tension (Spannungsercheinungen, comme disent les 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. VII (1843), p. 462. 

(?) Philosophical Transactions, déjà cité, p. 139. 

(*) Mémoire sur le courant qui se produit dans un circuit métallique fermé, quand on 
arréte le courant voltaique qui circule pres de ce fil, par M. Marianini. Lu a la réunion des 
savants italiens à Florence en 1841, traduit par M. Usiglio dans les Annales de Chimie et 
de Physique, 3° série, t. XI (1844), p. 395. 

(*) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. IV (1842), p. 129. 
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Allemands) produits par l'induction, la tension étant ici mesurée par 
la distance. à laquelle se produisent les étincelles qui doivent fermer le 
circuit, et la force de celles-ci. 

C'est pour multiplier et séparer les effets qu'ils perfectionnent la 
première roue interruptrice de Masson, et construisent leur rhéotrope 
devenu classique. Ce Mémoire créait le bel appareil si grandement 
réalisé depuis par M. Ruhmkorff. MM. Masson et Bréguet y mettent en 
évidence la propriété du courant induit de rupture, de franchir un 
espace que ne saurait traverser celui de fermeture, ou, comme on le 
dit, la différence de tension de ces deux courants, et entirent le moyen 
de les séparer aisément. 

Il y a une expérience relatée dans ce Mémoire dont je voudrais dire 
quelques mots. Les auteurs font communiquer les extrémités du fil 
induit avec les plateaux d’un électroscope condensateur, et constatent 
que, si la tension est suffisante, il part des étincelles entre ces plateaux, 
ce qui n’a rien de surprenant. Mais ils n’ajoutent pas ce que deviennent 
les feuilles d’or de l’électroscope dans le cas où les étincelles ne partent 
pas, et où ces feuilles sont là, par conséquent, le seul indicateur des 
phénomènes électriques dont les plateaux sont le siége. Dans un Mé- 
moire sur les appareils d’induction, M. Poggendorff (') dit à ce sujet 
ce qui suit : 

« Lorsque les deux extrémités du fil induit sont séparées par une 
substance isolante, aucun phénomène ne se produit, du moins lorsque 
ces extrémités sont des fils métalliques de dimensions ordinaires. Il 
n’en est pas de même lorsque ce sont deux plaques d’une certaine 
étendue, séparées par la lame non conductrice. Les deux bouts du cir- 
cuit induit se trouvent alors en communication avec les deux arına- 
tures d’un véritable condensateur, et il se produit des phénomènes 
remarquables. Le condensateur se charge sous l'influence de chaque 
courant induit, et se décharge immédiatement après par le fil induit lui- 
même, de façon qu’on ne peut jamais constater une accumulation sen- 
sible d'électricité sur le condenseur. » 

Et, en eflet, si ce condenseur fait partie d’un électroscope à feuilles 





(') Poggendorff’s Annalen, t. XCIV, p. 289. Un extrait de ce Mémoire a été inséré par 
Verdet dans les Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XLIV, p. 375. 
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d’or, et qu'on laisse en contact les extrémités du fil induit avec les 
plateaux, on constate à chaque interruption du courant inducteur une 
divergence très-faible, ou, pour mieux dire, une tendance à une diver- 
gence aussitôt réprimée. Il me semble qu'on peut voir là la preuve 
du phénomène oscillatoire dont le fil induit est alors le siége. Si, en 
effet, l’extrémité du fil reliée au plateau inférieur de l’électroscope 
se trouvait portée par l'induction à un certain potentiel retombant 
simplement à zéro sans changer de signe, il se produirait là un effet 
de percussion mécanique que manifesterait l’&cartement des feuilles ; 
il est probable, en effet, que la durée de cette percussion est compa- 
rable, sinon égale, à celle qui, lorsque le circuit induit est fermé, 
fait dévier les aiguilles beaucoup plus lourdes d’un galvanométre. Du 
reste, quelque courte que soit cette durée, on peut toujours augmenter 
les effets de façon que les intégrales qui déterminent les composantes 
de la quantité de mouvement que possèdent les feuilles après la percus- 
sion (‘) aient une valeur aussi grande qu’on le veut. Le fait de l’immo- 
bilité de ces feuilles paraît donc inexplicable ; mais si, comme le fait 
observer M. Thomson (?), on remarque que les feuilles d’or de l'élec- 
troscope divergent par suite de la différence de potentiel qui existe 
entre elles et les corps solides entourant l'espace dans lequel elles se 
meuvent, le mouvement à peu près nul de ces feuilles, dans l’expé- 
rience qui précède, indique qu’elles demeurent à un potentiel moyen 
aussi à peu près nul; ce qui, vu l'énergie des tensions électriques si 
fortes que prouve la production d’étincelles, ne peut s’expliquer que 
par une succession rapide dans les feuilles de potentiels à peu près 
égaux et de signe contraire deux à deux. 

Je signalerai encore les Mémoires de M Wartmann (*) et l’interes- 
sante étude de tous les disjoncteurs et rhéotropes employés jusque-là, 
qui précède le Mémoire du tome XXII; la méthode si originale de la 
balance électrodynamique employée par M. Lallemand(*), pour établir 
les lois des courants induits et leur anälogie avec les courants ordi- 
naires au point de vue des propriétés électrodynamiques; le Mémoire 


(') Voir DunameL, Cours de Mécanique, 3° édition (1863), t. Il, p. 82. 
(7) Reprint of Papers on electrostatics and magnetism, London, 1872, p. 260. 
(?) Annales de Chimie et de Physique, 3° serie, t. XIX, XXII et XXIV. 
(*) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XXXII (1851). 
Ann. de l’Ec. Normale. 1° Série. Tome VI. — Juin 1877. 26 
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dans lequel M. Riccardo Felici (‘ ) recherche, par une méthode analogue 
à celle d'Ampère, la loi élémentaire de l’action de deux éléments de 
circuits fermés dont l’un est traversé par un courant brusquement 
interrompu ; les Mémoires de M. Perrot (?) sur l’étincelle d’induction, 
dont les phénomènes oscillatoires pourraient peut-être bien un jour 
expliquer la complexité; le travail de M. Seguin (*) sur l’analogie de 
Petincelle d’induction avec les autres décharges électriques, etc. 

J'arrive enfin aux travaux qui ont établi, dans toutes ces décharges, 
l'existence de phénomènes oscillatoires. 

En 1847, dans son célèbre Mémoire sur la conservation de la force, 
M. Helmholtz disait : « ... Vorsselmann de Heer et Knochenhauer ont 
démontré que le dégagement de chaleur mesuré par Riess, correspon- 
dant à la même charge d’une même batterie, est le même, quelles que 
soient les variations du fil de réunion. Cette loi se comprend facile- 
ment pourvu que la décharge d'une batterie ne soit pas représentée 
comme un simple mouvement de l'électricité dans une direction, mais 
comme une série d’oscillations entre les deux armatures, oscillations 
qui deviennent toujours plus petites, jusqu’à ce que la force vive soit 
éteinte par l’ensemble des résistances (*). » 

Une analyse de M. W. Thomson, publiée en 1855 (°), établit l’équa- 
tion générale différentielle du mouvement électrique dans le fil qui 
réunit deux conducteurs de potentiels différents, et, en l’intégrant, con- 
duit à une expression de l’intensité du courant qui circule dans ce fil, 
tantôt de la forme d’une exponentielle, tantôt de fonctions périodiques 
du temps qui justifient la conception d'Helmholtz. 

Le premier travail expérimental qui soit venu sanctionner ces con- 
clusions théoriques est de M. Feddersen. Il a publié les premiers résul- 
tats de ses recherches en 1857 (°); il a envoyé aux Annales de Chimie 





(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XXXIV (1852), p. 64. 

(*) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, 1. LXI, p. 161 et 200. 

(?) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXIX, p. 97. 

(*) Erhaltung der Kraft, Berlin, 1847, p. 44. Une traduction française en a été publiée 
chez Masson (1869), par M. Louis Pérard. Voir p. 106 et 107. 

(*) Philosophical Magazine, 4° série, t. V, p. 393. — WIEDEMANN, Die Lehre von Gal- 
vanismus und Electromagnetismus, 2° édition (1874), t. 11, 2° Partie, p. 121. 

(*) Poggendorff’s Annalen, t. CHI, p. 69; un extrait de ce Mémoire a été donné par 
Verdet aux Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LIV (1858), p. 435. 


ÉTUDE EXPÉRIMENTALE SUR LES PHÉNOMÈNES D INDUCTION. 203 


et de Physique, en 1863 (‘), un Mémoire complet résumant ceux qui 
avaient été insérés dans les années 1859 et 1861 aux Annales de Pog- 
gendorff (?). 

La méthode de Feddersen consiste à faire éclater l’étincelle d’une 
batterie (de préférence entre des électrodes en zinc), et à en amplifier 
l’image au moyen du miroir tournant de Wheatstone, à axe de rotation 
parallèle à la ligne des électrodes. Dans les premières expériences, le 
miroir était plan, dans les secondes il était concave, et Feddersen put 
examiner sur un verre dépoli et même photographier, en la recevant 
sur une plaque collodionnée, l’image réelle amplifiée de l’étincelle. 
Des effluves lumineuses, partant alternativement de l’une et de l’autre 
électrode, caractérisaient ce que l’auteur appelle la décharge oscil- 
lante, dans laquelle, dit-il, « la décharge de la batterie oscille d’une 
armature à l’autre avec une intensité graduellement décroissante. 
Elle se produit d’une manière particulièrement nette avec les plus 
faibles résistances du circuit; cependant, même avec des résistances 
moyennes, on la voit ordinairement apparaître. On peut donc dire que 
toutes les fois qu’on détermine une décharge à travers un circuit fermé 
par un fil métallique, on doit tout d’abord supposer que la décharge 
se fait de cette manière. » 

M. Paalzow (?) appliqua la même méthode du miroir tournant à 
l’etude de la décharge d’une batterie à travers un tube de Geissler. Il 
constata l’alternance du phénomène par l'apparition successive de la 
teinte bleue aux deux extrémités du tube, et par le dédoublement des 
courants sous l’influence d’un aimant qui les amenait, les uns contre 
un bord, les autres contre l’autre bord du tube, selon le sens suivant 
lequel ils le parcouraient. 

Enfin, M. von Okttingen (*) constata également l’alternance en fai- 
sant passer les décharges successives de la batterie à travers un galva- 
nomètre. 

Une bobine d’induction dont on n'utilise que le courant direct pou- 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXIX (1863), p. 178. 

(7) Pogg. Ann., CVII, p. 497 (1859); CXII, p. 452; CXUI, p. 437; CXVI, p. 132 (1861). 
Voir aussi WIEDEMANN, loc. cit., p. 125. 

(?) WIEDEMANN, loc. cit., p. 126. 


(*) WIEDEMANN, loc. cit., p. 126. 
26. 
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vant charger un condensateur, il était naturel que l’on s’en servit dans 
l'étude des phénomènes qui nous occupent, et l’on y trouvait en plus 
l'avantage d’avoir dans le fil même, dont les extrémités avaient apporté 
la charge à la batterie, le conducteur par lequel devait s'effectuer la dé- 
charge. C’est ainsi qu’opera M. Helmholtz('). Les deux armatures d’une 
batterie étaient en communication avec les extrémités d’une spirale d’in- 
duction; une lourde masse en tombant produisait d’abord la rupture du 
courant inducteur, par suite la charge de la batterie, puis un temps 
connu après cette rupture amenait la séparation de la spirale des 
armatures de la batterie, et la mise en communication de celles-ci avec 
les nerfs d’une grenouille fraîchement écorchée, dont les contractions 
indiquaient le sens de la décharge à l'instant considéré. 

C’est dans ce travail, entrepris pour étudier la décharge d’un con- 
densateur, que M. Helmholtz remarqua qu’en enlevant ce condensa- 
teur, et reliant au sol l’une des extrémités de la spirale induite pendant 
que l’autre était isolée, le fil était de même le siége d'un mouvement 
oscillatoire. 

Ce fait nouveau avait déjà été aperçu par Blaserna(?). Cherchant à 
apprécier la durée des courants d’induction, ce physicien avait été con- 
duit à rendre de plus en plus courte la durée du contact, qui, dans le 
rhéotrope genre Masson et Bréguet, fermait ces courants en les lançant 
dans le fil d’un galvanometre; et il avait vu l’aiguille de ce galvano- 
mètre prendre des déviations de sens différents selon l'instant où 
s’operait cetie fermeture. Son appareil éprouvant des vibrations ca- 
pables de mettre en doute la rigueur des résultats, la question fut 
reprise par une méthode identique par M. Bernstein (?). 

L'une des extrémités de la bobine d’induction étant constamment en 
relation avec le sol et une des bornes d’un galvanomètre, l'autre extré- 
mité se trouvait reliée à l’autre borne à des instants variables et connus 
après la rupture du courant inducteur, et pendant des temps excessi- 
vement courts. Le sens de la déviation de l’aiguille indiquait alors la 





(') WIEDEMANN, loc. cit., p. 128. 

(*) Archives des Sciences physiques et naturelles, nouvelle série, t. XXXVII, p. 338 
(1870). 

(*) Pogg. Ann., t. CXLI, p. 54 (1871). — WIEDEMANN, loc. cit., p. 129. — Journal de 
Physique de M. d’Almeida, t. I, p. 77 (1872). 


ÉTUDE EXPÉRIMENTALE SUR LES PHENOMENES D INDUCTION. 205 


direction du courant qui, à cet instant, parcourait le fil de la bobine. 
Pour éviter les vibrations des pièces frottantes qu'on pouvait repro- 
cher à M. Blaserna, M. Bernstein employa un mode de fermeture de 
courant consistant dans le glissement de deux pointes sur des rigoles 
de mercure dépassant un peu le sol par le fait de la capillarité; en 
quittant le mercure, les pointes produisaient la rupture du courant 
inducteur. Jusqu’a quel point peut-on, dans de telles conditions, affir- 
mer l'identité des diverses ruptures ou fermetures, et, par suite, la 
constance de l’origine des phénomènes dans toute une série d’expé- 
riences? Je n’ai pas à discuter cette question. Dans tous les cas, cette 
difficulté d’ordre tout pratique laissée de côté, M. Bernstein pouvait 
bien saisir les zéros de la courbe générale des différences de tension 
successives par lesquelles passaient les extrémités du fil induit, en ad- 
mettant encore que la communication de l’une d'elles au sol ne modi- 
fiat en rien les phénomènes; mais il lui était impossible d'obtenir avec 
quelque exactitude la valeur correspondant à aucun autre point de la 
courbe, résultat que, du reste, il ne parait pas avoir eu pour but de 
poursuivre. 


INTRODUCTION. 


Je me proposais simplement, au début de ce travail, d’étudier la 
différence de potentiel produite par le fait de l'induction aux deux 
extrémités, complétement séparées et isolées, du fil d’une bobine in- 
duite. Je pris dans ce but un électromètre de M. W. Thomson, à qua- 
drants suffisamment grands et espacés, dont l’aiguille était maintenue 
chargée par sa communication avec le pôle positif d’une pile ouverte. 
L'appareil d’induction était une petite bobine en construction dans les 
ateliers de MM. Ducretet et Cie ('), sans trembleur ni fer à l’intérieur, 


(') Je profite de la première occasion pour remercier ces Messieurs de la complaisance 
avec laquelle ils ont constamment mis à ma disposition les ressources de leurs ateliers pen- 
dant tout le temps qu’a duré ce travail. 
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et je crus qu'il suffisait simplement, pour me borner, par exemple, au 
cas de la rupture du courant inducteur, de mettre lors de cette rupture 
les deux extrémités du fil induit en communication avec les deux cou- 
ples de quadrants de l’electrometre. J'essayai d’abord d'un disjoncteur 
automatique, dans le genre de l'interrupteur Foucault, employé déjà 
par M. Bertin dans son étude « sur les propriétés des courants inter- 
rompus (‘) ». Quand le courant inducteur se rompait par la sortie 
d'une pointe d'un godet de mercure, deux autres pointes soigneuse- 
ment isolées l’une de l’autre et reliées aux extrémités de la bobine in- 
duite plongeaient dans d’autres godets en communication avec les 
quadrants de l’électromètre. Dans ces conditions, le résultat fut le 
plus souvent nul; parfois néanmoins une brusque secousse, tantôt 
d’un sens, tantôt de l’autre, était imprimée à l'aiguille. 

Me défiant des mouvements du mercure des godets, j’eus recours 
aux disjoncteurs à pièces solides, et je me servis à la manière ordinaire 
d’un rhéotrope Masson et Bréguet, que possède le cabinet de Physique 
de l’École Normale. Le résultat fut absolument le même que le précé- 
dent. A quoi tenait cet insuccès d'une expérience classique, dans la- 
quelle je remplaçais simplement le galvanomètre par un électromètre? 
Je me laissai guider par les considérations suivantes : lorsque les 
fluides ébranlés par l'induction ont parcouru le fil du galvanomètre, 
il n’est que meilleur certainement qu'ils retrouvent le chemin du fil 
induit d’où ils sont partis, pour achever de se neutraliser; dans le cas 
de l’electrometre, au contraire, il doit y avoir intérêt, les fluides une 
fois lancés dans les quadrants, à isoler ceux-ci du fil de la bobine qui 
ne ferait que les mettre en communication métallique, et, par suite, 
les ramener au même potentiel. Et j'avais remarqué, en effet, que l’ai- 
guille de l’électromètre n'avait subi de secousse que dans quelques cas 
où la communication des extrémités du fil induit avec les secteurs avait 
cessé presque à l'instant de la rupture du courant inducteur. La suite 
de cette étude rectifiera le raisonnement précédent et expliquera le 
phénomène. Je fus ainsi amené à construire un instrument dans lequel 
pût être excessivement courte la durée des communications du fil in- 
duit avec les quadrants. Dans ce cas encore de nombreuses irrégularités 





(') Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XV. 
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me firent penser que la différence de potentiel que je me proposais 
d'apprécier ne devant pas naturellement prendre brusquement sa va- 
leur maximum, je devais chercher à produire ces communications 
rapides à tous les instants qui suivent la rupture métallique du cou- 
rant inducteur. C'est alors que le phénomène oscillatoire me fut nette- 
ment révélé et que des mesures purent se faire. 

Ce travail sera partagé en deux Parties : la première contiendra la 
description des différents appareils dont j'ai fait usage; dans la seconde, 
je discuterai la méthode employée et j’exposerai les résultats qu’elle a 
fournis. 


PREMIERE PARTIE. 


DESCRIPTION DES APPAREILS. — DISJONCTEUR. — MOTEUR. — REGULATEUR. — 
INSCRIPTEUR DU MOUVEMENT. — ELECTROMETRE ET SA GRADUATION. — 
APPAREILS D'INDUCTION. — COURANT INDUCTEUR. 


Disjoncteur. — 11 présente d'abord trois roues en cuivre de 1 déci- 
mètre de diamètre A, B, B ( fig. 1), montées sur le même arbre hori- 


Fig. ı. 





zontal, et soigneusement isolées de cet arbre par des pièces d’ébonite. 
La roue A produit la fermeture et la rupture du courant inducteur. A 
cet effet, elle présente un petit filet excentrique a (fig. 2), qui vient à 
chaque tour frotter contre une pièce en bronze b taillée en couteau. 
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Cette pièce, constamment poussée par un ressort, est tenue à distance 
de la roue A par une vis buttante et ne communique avec elle qu’au 
passage du filet a. La pièce b fait partie d’un système très-solide D, 


Fig. 2. 





isolé du reste de l'appareil, et dans lequel elle peut s'élever ou s’a- 
baisser verticalement de quantités soigneusement mesurées par une 
vis micrométrique c graduée à {5 de millimètre. Le courant inducteur 
entrant par la borne d passe dans la roue A par le ressort frotteur a, 
et, pendant le contact de la pièce d avec le filet a, gagne le système D 
et retourne à la pile par la borne e. Le frottement a lieu sur un par- 
cours angulaire d'environ 25 degrés ('); ce qui, en admettant une 
vitesse de rotation de l'appareil de vingt tours par seconde, que je n'ai 
jamais atteinte, représente un temps de fermeture supérieur à 54, de 
seconde. C’est, comme on le verra, plus de temps qu’il n’en faut pour 
qu’un courant arrive à l’état permanent, du moins dans les conditions 
où je me suis toujours placé. 

Les roues B, B sont identiques. Chacune d'elles présente un cou- 
teau / (fig. 3) parallele à l'axe de rotation, porté à l'extrémité d’un 
long ressort couché parallèlement à la circonférence de la roue et 
qu’empöchent de vibrer des vis buttantes le condamnant à n’effectuer 
que des mouvements d'amplitude extrêmement faibles. A chaque révo- 
lution, le couteau touche une pointe fixe g, portée sur une colonne 
isolée E et mise en relation avec les quadrants de l’électromètre par 





(‘) La longueur de la partie frottée était d'environ 2°,5; la circonférence de la roue étant 


10°% 3,14 = 31°, 4, cette longueur représente un angle égal à er = 28°, 
: 
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un fil partant de la borne 4. Chaque roue B communique en outre 
constamment par un frotteur 8 isolé du reste de l'appareil, avec une 
borne à, mise par un fil en relation métallique avec une extrémité du 
fil induit. 





Au moyen de la loupe, contrôlée par un procédé qui sera indiqué 
dans la seconde Partie, je m’assurais que les contacts des couteaux / 
avec les pointes g avaient bien lieu au même instant. Si l’on se reporte 
alors à la description du système D, on voit qu’en faisant monter ou 
descendre la piece 5 au moyen de la vis micrométrique c (fig. 2), on 
peut faire que l'instant du double contact des couteaux f (fig. 3) et 
des pointes g se rapproche ou s'éloigne de quantités bien déterminées 
de celui de la rupture métallique du courant inducteur. 

Ces quantités, mesurées par la vis micrométrique, se traduisent 
aisément en temps, comme on le verra plus loin, si l’on connaît la 
vitesse de rotation de l'appareil. Pour mesurer cette vitesse, une came K 
(fig. 1), pressant sur un ressort, fermait, comme on le verra, le courant 
spécial d’un appareil inscripteur qui comptait le nombre de tours faits 
par seconde. 

Enfin la poulie C (fig. 1) était reliée à l'arbre du moteur par une 
corde qui communiquait le mouvement à l'appareil. 

MM. Brünner frères ont bien voulu se charger de la construction de 
cet appareil qui demandait la sûreté et la précision que l’on est habitué 
à rencontrer à un si haut degré chez tout ce qui sort de leurs mains. Je 
les en remercie bien sincèrement. Les frais en ont été supportés par le 
laboratoire de Physique de l’École Normale, où a été fait ce travail. 

Ann. de l'Éc. Normale. 2* Série. Tome VI. — Juix 1877. 27 
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Pour cela et pour bien d’autres choses, j’exprime ici toute ma recon- 
naissance à M. Bertin. 


Moteur et régulateur. — Je me suis servi pour moteur d’une petite 
machine Gramme dans le fil de laquelle était lancé le courant de deux 
ou trois éléments Bunsen. Cette machine est pour les cabinets de Phy- 
sique un moteur d’un emploi très-commode. Ses seuls défauts sont 
Virrégularité de combustion de son foyer qui est la pile, et aussi, du 
moins pour les petites machines, la trop petite masse de l’anneau en 
mouvement, qui laisse se traduire les plus légères causes accidentelles 
de variation du mouvement. 

J'ai pu remédier à cesinconvénients par l’emploidurégulateur suivant: 

C’est le système à force centrifuge de Watt, prenant son mouvement 
par une corde sur l’arbre même de la machine. 

Au sommet A (ig. 4) du losange articulé où se trouve fixé dans le 








régulateur des machines à feu l'anneau portant le bras du levier qui 
doit augmenter ou diminuer l’entr&e de la vapeur dans le cylindre, est 
fixée une tige horizontale faisant corps avec cet anneau, et guidée par 
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deux baguettes verticales a, a, l'empêchant de faire autre chose que 
s'élever ou s’abaisser parallèlement à elle-même, selon que les boules 
s'élèvent ou s'abaissent. Aux deux extrémités 5, b de cette tige hori- 
zontale sont fixés deux cylindres B, B en caoutchouc durci sur chacun 
desquels est enroulé en hélice un fil de fer de 4 millimètre de diamètre 
environ. Ces cylindres plongent dans des vases remplis de mercure; le 
fil de fer enroulé se trouve ainsi communiquer par une extrémité avec 
le mercure, par l’autre avec l’ensemble métallique de l’appareil. Les 
cylindres étant creux, on peut, en versant du mercure dans l’inté- 
rieur, modifier à volonté l'effet moyen de la poussée. 

Le courant qui fait mouvoir le moteur, au lieu de se rendre direc- 
tement dans celui-ci, est d’abord lancé dans le mercure des vases; de 
là il passe dans les spires émergées du fil de fer, puis dans la machine. 
On comprend qu’un accroissement de vitesse, par exemple de celle-ci, 
se traduit immédiatement par la sortie d’une ou plusieurs spires du 
mercure; d’où uneaugmentation de résistance et, par suite, un affaiblis- 
sement du courant moteur dont les chiffres suivants vont donner l’idée. 

La résistance totale du fil de la machine Gramme que j’ai employée 
est de 0,683 unité Siemens (‘); la longueur du fil de fer formant une 
spire était 16°, 8 et la résistance de 1 mètre de ce fil o™, 841, d'où pour 
une spire o%, ı 41. La machine étant alimentée par deux éléments Bun- 
sen, dont la résistance moyenne était o™,1(?), on voit que la résis- 
tance totale du circuit, en supposant deux spires émergées à chaque 
cylindre, était égale à 


0,683 + 0,564 + 0,2 = 1,447. 


L'introduction dans ce circuit moyen d’une spire à chaque cylindre 
augmente sa résistance de o™, 282, c'est-à-direenviron des -2 de sa valeur, 
fraction bien supérieure aux variations rapides que peut éprouver, soit 
la résistance, soit la force électromotrice d'une pile bien montée. 


(') On sait que cette unité est la résistance à zéro de 1 mètre de mercure de 1 millimètre 
carré de section. La maison Siemens et Halske, de Berlin, fabrique des étalons contrôlés en 
maillechort; c'est à l’aide d'un de ces étalons que j'ai effectué toutes mes mesures de résistance. 

(?) Les mesures de résistance de fil ont été faites par le procédé ordinaire du pont de 
Wheatstone; celles des piles par une méthode que j'ai indiquée au Journal de Physique de 
M. d’Almeida, t. V, p. 144 (1876). 


27. 
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Si la vitesse tendait a diminuer, les choses se passeraient evidem- 
ment d’une façon analogue en sens inverse. 

Il suit de là que, la hauteur moyenne des boules étant atteinte, on 
peut être certain a priori que cette hauteur ne variera, du fait de la pile 
motrice, que de quantités bien inférieures à la distance de deux spires 
consécutives ('). 

Les boules assez lourdes du régulateur, jouant le rôle d’un volant, 
augmentent en même temps l’inertie du moteur, et remédient au second 
inconvénient signalé plus haut. 

Il est évident que cet appareil, qui régularise, non le courant de la 





(') Il est aisé de conclure de ce fait les limites extrêmes entre lesquelles restera certaine- 
ment enformée la vitesse. 


Si w est la vitesse moyenne de rotation du régulateur. que je supj:ose atteinte, l’instru- 


Fig. 5. 





ment satisfaisant, cela va sans dire, à la condition de possibilité bien connue g < wy (fig. 5), 
ona 
R = æxtangz, 


’R . "se 
et comme tanga = a 7 r= 5; par suite, à une petite variation Az, correspond une va- 
Ce] 


riation Aw, donnée par 


en négligeant les puissances de Sw supérieures à la première, En remplaçant » par le 
nombre z de toi rs par seconde, w = ann, on a 


Ar = — ni 2 An, 

La valeur moyenne de 7 était 5; la distance des spires, c’est-à-dire la valeur maximum 
de 4x, 1 millimètre; en mettant ces valeurs dans la formule qui précède et effectuant, on 
trouve pour le maximum de Az le nombre 0,250, et par suite 0,05 ou ++ pour le rapport de 
la variation maxima de la vitesse à la valeur moyenne de cette vitesse. 

On verra tout à l'heure que ce nombre, basé sur une variation que n’éprouvent jamais 
des éléments de Bunsen, doit étre encore de beaucoup diminué. 
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pile, mais le mouvement qui en résulte, peut être appliqué à toute 
espèce de moteur alimenté par un courant électrique. 

Cet appareil a été construit chez M. Ducretet. C’est lui qui m'a con- 
seillé de faire plonger les cylindres dans du inercure, au lieu de les 
faire frotter contre un ressort, comme j’en avais d’abord l'idée. 


Inscripteur du mouvement. — Je devais d’abord savoir jusqu'où allait 
réellement la régularité du mouvement. Pour cela j'adaptai au disjonc- 
teur le petit appareil représenté fig. 6. La came K, donton a vu la 


Fig. 6. 








place dans la description du disjoncteur, venait à chaque tour de ce- 
lai-ci presser le ressort R et amener le contact entre la pointe n et 
Venclume m. Le courant d’une pile spéciale, alors fermé, mettait en 
action un électro-aimant inscripteur ordinaire. Ce dernier tragait une 
courbe indicatrice du mouvement sur un cylindre tournant recouvert 
de papier noirci, concurremment avec celle des vibrations d'un diapa- 
son de M. Koenig donnant l’us,, c'est-à-dire faisant 64 vibrations com- 
plètes par seconde. La fig. 7 donne une idée de l’ensemble de ces 


Fig. 7. 





deux courbes, dont j'ai obtenu ainsi plus de 30 séries parfaitement 
nettes. Je me suis borné à compter le nombre des vibrations du dia- 
pason correspondant à 20 tours du disjoncteur, et, dans une série par 
exemple, j’ai trouvé ce nombre toujours compris entre 100 et 101. Je 
puis donc affirmer que le nombre n de tours par seconde restait com- 
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20 X 64 _ 20 X 64 
100 IOI 
qu’il ne variait pas dans un intervalle de plus de quatre minutes, durée 

de la série, de 4, de sa valeur moyenne ('). 

Une fois assuré de la régularité du mouvement, je simplifiai de la 
façon suivante la mesure journalière de la valeur absolue de sa vitesse. 
Par la méthode précédente, je traçai simultanément deux courbes, 
l’une de la marche du disjoncteur, l’autre de celle de la machine 
Gramme; et je pus constater qu’à 14 tours du premier correspondaient 
exactement 5 tours de la seconde. Je pris alors le récepteur d’un télé- 
graphe Morse dont le mouvement d’horlogerie, comparé à un excellent 
chronomètre de Winnerl, déroulait toujours, à 1 ou 2 millimètres près, 
85 centimètres de papier par minute. L'appareil de la fig. 6 étant 
alors placé sur la machine motrice, j’envoyai le courant qui lui corres- 
pondait dans le récepteur Morse. On voit qu’en supposant une vitesse 
5 X 20 

14 
pour la machine, la pointe du télégraphe ferait sur le papier des points 

. Born X 14 
distants de ES ETS 
sont parfaitement distincts. Une petite formule que l’on verra plus 
loin me permettait, connaissant le nombre de ces points compris dans 
une bande de longueur donnée, d'obtenir immédiatement la valeur 
absolue en temps correspondant à un déplacement connu de la vis 
micrométrique du disjoncteur. 


pris, ce jour-là, entre 12,8 et = 12,7, C'est-à-dire 





du disjoncteur de 20 tours par seconde, ce qui correspondrait à 


ou 2 millimètres environ, distance à laquelle ils 


Électromètre et sa graduation. — Je n’ai rien à dire des électromètres 
à quadrants de M. Thomson, déjà devenus classiques. Les potentiels 


(') Il suffit d’être assuré de la régularité du mouvement pendant un temps relativement 
court, mais suffisant pour une expérience. « Le succès de ces recherches, dit M. Guillemin, 
est basé sur l’uniformité du mouvement de rotation, dont on peut changer la vitesse dans 
les diverses expériences, pourvu qu’elle soit invariable dans chacune. » Mémoire sur l’état 
variable du courant dans les fils télégraphiques ( Annales de Chimie et de Physique, 3° série, 
t. LX, 1860, p. 407). 

Lorsqu'on ôte le régulateur, le mouvement donné par la machine Gramme, surtout si les 
piles ne sont pas fraîchement montées, se compose de périodes assez régulières, d’une 
seconde environ d'accélération et de retard, que l'oreille perçoit très-nettement et que je ne 
saurais expliquer. 
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que j'avais à mesurer pouvant atteindre de très-grandes valeurs, j'ai 
fait choix d’un instrument à boîte spacieuse (1 décimètre de diamètre 
sur 3 centimètres de hauteur). Fabriqué chez MM. Elliott, de Lon- 
dres, il présente le système de réflecteur communément employé dans 
les galvanomètres Thomson: un petit miroir concave, de 80 centimètres 
environ de rayon de courbure, fixé à l’aiguille. En regard et à 80 cen- 
timètres, se trouve une planchette portant une échelle et, au-dessous de 
cette échelle, une fente éclairée par une lampe. L'image de la fente se 
produit tres-nette sur l’échelle ('). 

Dans celle que j’ai employée, chaque division était de „; de pouce 
anglais, c’est-à-dire de =,,, de mètre. En tendant un fil fin au milieu 
de la fente lumineuse, on peut apprécier sans peine la demi-division, 

180 x 60 

Tt X 3200 X 0,80 
nute (7). Si cette approximation est moins satisfaisante que celle que 
l'on obtiendrait avec les lunettes, ce procédé présente en revanche 
l'avantage de n’exiger qu’un coup d’ceil jeté sur l'échelle pendant mème 
qu’on opère, avantage immense quand on étudie, comme c’est à peu 
près le cas au début de tout travail, un phénomène dont on ne connait 
ni l’intensité, ni peut-être même le sens. A ce dernier point de vue sur- 
tout, je me permets de recommander ce système aux chercheurs. 

J'ai entouré l'instrument d’une boite métallique communiquant au 
sol, écran électrique, comme l’appelle M. Thomson, qui en attribue 
l’idée à Faraday (?), protégeant l’appareil contre les courants d’air et 
les influences électriques extérieures. Une petite ouverture, fermée par 
une glace de verre, laissait passer la lumière destinée à la lecture. 
L’aiguille, formée d’une lame très-mince d'aluminium, était suspendue 
par un bifilaire en cocon, et portait un fil de platine plongeant, comme 


d’où une approximation de » soit un peu plus de ı mi- 


(') D'après M. Thomson (Reprint of papers on electrostatics und magnetism, p. 267 
et 268), les constructeurs anglais auraient porté 4 un haut degré de perfection Ja fabrication 
de ce genre de miroir; on aurait de bonnes images avec des miroirs ne pesant pas plus 
de ; et même ; de gramme. M. Lutz m'en a construit donnant des images excellentes et 
pesant moins de 1 décigramme, avec 1 centimètre de diamètre. 

(?) M. Thomson (loc. cit., p. 268) dit qu'on peut apprécier le + et même le ;4 d'une 
des divisions ci-dessus, ce qui porterait l’approximation à 20 secondes environ; mais il faut 
être alors dans une chambre complétement obscure. 

(*) THOMSON, loc. cit., p. 203, 239, 256. 
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dans tous les électromètres Thomson, dans un condensateur à acide 
sulfurique. Sur l’avis de M. Mascart, dont les bienveillants conseils ne 
m'ont jamais fait défaut, et que je remercie vivement, j'ai terminé ce 
fil de platine par une palette légère amortissant les oscillations. 

Je demande à insister quelque peu sur le mode de charge de l’ai- 
guille, et surtout sur l'étude et la graduation de l'instrument. 

L’aiguille était chargée par la communication de l’acide du conden- 
sateur avec un des pôles d’une pile ouverte de bo éléments zinc-platine- 
eau, ou zinc-cuivre-eau, dont l’autre pôle était relié au sol (‘). Un 
commutateur à bascule, qu’il est aisé d’imaginer, me permettait d’in- 
tervertir rapidement l’ordre des communications, et de donner ainsi à 
l’aiguille une mème valeur de potentiel, soit positif, soit négatif (?). 

Ce procédé de charge, appliqué aux électromètres Thomson par 
M. Branly (*), est d’une grande commodité. 

On lui a objecté la variabilité de la force électromotrice de la pile 
de charge; j’ajouterai que d’autres causes encore peuvent venir mo- 
difier la sensibilité et les données de l’instrument, entre autres l’état 
de l’acide dans lequel plonge le fil de platine attaché à l’aiguille, sur- 
tout quand ce fil porte une palette. 

Je me suis mis en garde contre toutes ces objections de la façon sui- 
vante. Je considère comme toujours égale à elle-même, dans les limites 
ordinaires de température d’un appartement, la force électromotrice 
de 1 élément Daniell monté avec soin, depuis une heure environ, avec 
des dissolutions identiques de sulfate de zinc et de sulfate de cuivre (*). 


(') M. Thomson (loc. cit., p. 267) recommande de charger l'aiguille positivement, le 
fluide positif, dit-il, s'échappant bien moins d'un conducteur à angles que le fluide négatif. 
Cette précaution peut être utile dans le cas des charges que donne M. Thomson, charges 
obtenues par un frottement de diélectrique, atteignant par cela rapidement une valeur con- 
sidérable de potentiel, et dont l'entretien ne laisse pas que d’être toujours pénible ; elle ne l’est 
plus dans les conditions de charge relativement faible et constante où l'on se trouve placé 
par l'emploi d’une pile ouverte, et l’on verra même qu'il peut être d’une grande utilité de 
changer, comme il est dit dans le texte, le signe de la charge de l'aiguille, tout en lui lais- 
sant la même valeur absolue. 

(?) Il est bon, dans ce cas, de donner à la pile de charge une assez grande capacité 
électrique. Je la constituais avec cinquante flacons de 4 centilitres, à col large et verni, dans 
lesquels plongeaient les soudures métalliques. 

(*) Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 2° série, t. II, p. 210. 

(‘) M. Thomson, qui, comme on le verra plus loin, se réfère à des Daniell dans une 
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J'avais une batterie de 20 éléments parfaitement entretenus et remontes 
à neuf tous les jours d’experiences; au commencement et à la fin de 
toute série, je les mettais en relation avec les quadrants de l’électro- 
mètre. J'obtenais ainsi, pour l'instant considéré, la valeur exacte en 
Daniell d’une ordonnée déterminée de la courbe de graduation de 
l'instrument. 

Reste à établir cette courbe de graduation. J'ai pris pour cela une 
collection de 120 éléments de pile zinc-platine-eau, que je pouvais 
fractionner par groupe de 5 éléments. Deux groupes de 5 réunis pro- 
duisant toujours une déviation à peu près égale à la somme de leurs 
déviations individuelles, je me suis contenté généralement de joindre 
les piles par groupes de 10. Chaque groupe était d’abord étudié sépa- 
rément; je les assemblais ensuite à 2, 3,..., et jinscrivais les dévia- 
tions correspondantes. Ce procédé est imité de la graduation du gal- 
vanomètre au moyen de la lentille à quatre secteurs de MM. de la 
Provostaye et Desains, et basé, comme on le voit, sur le principe d’ad- 
dition des tensions de Volta. 

Voici un des tableaux ainsi dressés : 


4 avril 1876. — L’aiguille est chargée avec 5o éléments zinc-pla- 
tine-eau, fraichement préparés; elle est reliée au pôle positif de cette 
pile; l’autre pôle communique au sol par un fil soudé aux tuyaux de 
conduite du gaz de l’éclairage. Les éléments d'essai sont disposés par 
séries de 10 que je marque des lettres A, B, C, .... 

Il a été fait, avec chaque groupement, trois expériences, distinguées 
par les chiffres 1, 2, 3 de la colonne II : | 


1 le milieu de la série communiquant au sol; 
2 le pôle positif » > 
3 le pôle négatif » » 





foule de mesures délicates, fait remarquer (loc. cit., p. 246) que « la force électromotrice 
d'un Daniell varie de 2 ou 3 pour 100 avec les dissolutions employées ; elle varie aussi un 
peu avec la température et certaines circonstances non encore élucidées ». 

Je me suis affranchi des premières variations, de beaucoup les plus importantes, en pré- 
parant à l'avance des quantités suffisantes de dissolutions bien pures pour toute la durée 
des expériences. La dissolution de sulfate de cuivre marquait 20 degrés, celle de sulfate de 
zinc 10 degrés, à la température de 15 degrés, au pèse-sels de Baumé. 

Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI. — Juizuer 1877. 28 
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TABLEAU I. 
Communication Déviation  Déviation Moyenne Différence 
Séries de piles. au sol. droite. gauche. Somme. Valeur réelle. de ?et 3. avec 1. 
I. Il. (lf. IV. V. Vi. VI. VIN. 
| 1 43,5 43 86,5 86,5 
A 2 45 46 gi 0,35 
| 3 41 41,5 82,5 86,75 
| 1 46 47 93 93 
B 2 49 49 98 0.75 
| 3 43 43,5 86,5 92,25 
4 82,5 82,5 165 179,5 
A+B 2 90 89 179 2,9 
| 3 73 73 146 162, 50 
1 53 54 107 107 
C | 2 57 56 113 1,5 
3 48 5o 98 105,5 
1 126 128 254 286 ,5 
A+B+C 2 143 145 288 5 
i 3 104 106 210 249 
1 47 4y 96 96 
D 2 50 52 102 ( 
3 43 45 88 95 
1 160 160 320 382,5 
A-+B+C+D 2 186 188 374 6.5 
3 126 127 253 313,5 
E 4 38 40 78 78 
4+ B+C4+D 4 182 183 365 460,5 _ 
_E 2 218 222 440 5,5 
‘ 3 138 141 279 359,5 
F 4 38 38 76 76 
A= B4+C4D 1 198 202 400 536,5 
E+F 2 242 245 487 8 
3 147 150 297 392 


Les piles d’essai étaient mises en relation avec les quadrants succes- 
sivement dans les deux sens, d’où une déviation droite et une déviation 
gauche, inscrites en unités de l’échelle dans les colonnes III et IV; leur 
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somme, colonne V, est ainsi affranchie de l'erreur, toujours assez 
faible, du zéro de l'instrument. 

Quant à la colonne VI, intitulée valeur réelle, il est aisé de voir que, 
pour toute série de ro, le nombre qu’elle présente est précisément 
celui qui correspond à la ligne 1 de la colonne V; les autres sont tou- 
jours la somme des deux qui les précèdent. 

Il m'était trop facile de vérifier quelques conséquences de la formule 
que donne M. Mascart (') des électromètres Thomson, pour que je ne 
cherchasse pas à le faire. C’est la raison d’être des colonnes VII et VII 
du tableau précédent. 

D'après le professeur français, V étant le potentiel fixe de l'aiguille, 
V,, V, ceux des secteurs, le moment du couple qui tend à faire dévier 
l'aiguille supposée retenue a une expression de la forme 


M=IV(V, — V)+h(V?—V?), 


où / et À sont deux constantes dépendant de l'instrument. 

Or supposons que les points reliés aux secteurs soient, comme dans 
la graduation précédente, les pôles d’une pile ouverte de force électro- 
motrice totale A; appelons M, le moment du couple de déviation quand 
le pôle positif (l'aiguille étant chargée positivement) communique au 
sol; M,ce moment quand c’est le pôle négatif, et enfin M, quand on met 
au sol le milieu de la pile. Ona, en appliquantla formule de M. Mascart, 


»= IVA + hA’, M, = [VA — AA?, 


M, — IVA, d’ou M, = M+M, 


c’est-à-dire que le moment dans ce dernier cas est la moyenne arithmé- 
tique des deux autres. 

La colonne VIII renferme les différences entre les déviations corres- 
pondant à la disposition I et les moyennes arithmétiques de celles qui 
correspondent aux cas 2 et 3. On voit que l'égalité est absolue au 
début : des divergences ne commencent à se produire que quand les 
potentiels atteignent de grandes valeurs; mais alors la rigueur de la 


(') Journal de Physique de M. d’Almeida, t. IV, p. 324. — Traité d’électricité statique, 


t. I, p. 397. 8 
20. 
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formule aussi disparaît, car elle est établie en supposant qu’un couple 
antagoniste de moment égal à M maintient toujours l’aiguille dans sa 
position initiale symétrique par rapport aux quadrants. 

L'examen des groupes de trois nombres de la colonne V montre 
combien diffèrent, dès que la différence de potentiel mesurée devient 
un peu grande par rapport à la charge de l'aiguille, les déviations 
observées selon que le milieu ou l’une ou l’autre des extrémités de la 
pile communique au sol. . 

On peut à peu pres annuler ces divergences en prenant tres-eleve 
le potentiel de l'aiguille; l'équation d'équilibre pouvant s’écrire, comme 
le remarque M. Mascart ('), 


uam) (14 ER), 
r r 
le terme 2 MAT est alors négligeable devant l’unité. 


C’est ainsi qu’opère M. Thomson. Je me proposais d'opérer aussi de 
cette façon; mais, tandis que je songeais aux moyens à employer pour 
réduire la sensibilité de l’électromètre, de manière à n’avoir que des 
déviations mesurables malgré les énormes valeurs de potentiel qui se 
seraient alors trouvées en présence, l’idée me vint que l’on peut éli- 
miner cette difficulté et profiter même de ce qui semble un inconvé- 
nient, de ces charges relativement faibles, pour être renseigné sur les 
valeurs absolues des potentiels dont on veut apprécier la difference. II 
suffit, pour cela, de renverser la charge de l'aiguille; si les potentiels 
des deux points étudiés sont égaux et de signe contraire, on aura une 
même déviation en sens inverse, ce qui n’aura lieu que dans ce cas. Si 
l’un des points a un potentiel zéro, par exemple, et l’autre un potentiel 
positif, la déviation sera plus forte, l'aiguille étant chargée négative- 
ment, que quand elle le sera positivement; et l’on obtiendra alors les 
nombres des lignes 2 et 3 dans la colonne V du tableau précédent, 
que l’on pourrait du reste étendre selon les besoins. 

Il y a plus : la moyenne des deux déviations observées sera précisé- 
ment proportionnelle à la différence de potentiel cherchée, et cela quelle 
que soit la valeur absolue de chacun des termes de cette différence. 


(') Journal de Physique, loc. cit., p. 327. 
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Reprenons, en effet, la formule de M. Mascart: on a, V étant positif, 


par exemple, 
M, =/V(V, — V,)+ A(V?2 — Vi); 


V devenant — V,ona 
M; =—- /V(V, -—V)+h(V — Vi), 


Dans ces formules, M a un signe selon son sens; le plus souvent M, 
sera de sens contraire à M,; retrancher ces deux égalités membre à 
membre, c’est alors ajouter les valeurs absolues de M, et M,, etil vient, 
en prenant ces valeurs absolues, 


Si M, était de mème signe que M,, ce qui aurait lieu si le deuxième 
terme A (V2? — V?) ou A(V,— V,) (V, + V;) était tres-grand, c’est- 
à-dire V, + V, pour une différence donnée, il faudrait faire la demi- 
différence des deux déviations. 

J'ai vérifié ces conséquences avec la batterie de graduation employée 
plus haut. 

Je citerai seulement les chiffres d’une seule expérience : elle est ex- 
traite d’un tableau dressé le 9 mai 1876; la pile de charge était formée 
de 5o éléments zinc-plaline-eau montés à neuf; tous les contacts 
avaient été soigneusement appropriés et l’acide sulfurique de l’electro- 
metre renouvelé. Je ferai remarquer, en passant, que l’épaississement 
qu’éprouve cet acide, par suite de son exposition permanente à l'air, 
malgré la boite qui entoure l’électromètre, est une cause de différences 
de sensibilité sur laquelle il est urgent de veiller. 

Les chiffres ci-dessous se rapportent à la communication avec les 
quadrants de 5o éléments zinc-platine-eau. 

Ce tableau présente la vérification aussi satisfaisante que possible 
des conséquences énoncées plus haut; les nombres de la dernière co- 
lonne ne diffèrent pas les uns des autres de plus de de leur valeur. 
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TasLeau 11. 


Charge Déviation Déviation 
de l’aiguille. droite. gauche. Somme. Moyenne. 


Milieu de la pile au sol. 


| 
Pôle négatif au sol. 
DO Ze er 
Pôle positif au sol. 
eo pm 8 
Dixième élément du côté négatif au sol. 
+ 170 175 345 362,5 


— 185 195 380 


Si maintenant, sur une droite horizontale, on porte des longueurs 
proportionnelles aux nombres 1 de la colonne V dutableau dela page 18, 
ou, ce qui revient au même, aux nombres de la colonne VII, et qu’en 
chaque point ainsi déterminé on élève une perpendiculaire sur laquelle 
on portera des longueurs proportionnelles aux nombres de la colonne VI, 
on aura la courbe de graduation de l'instrument. J'en ai dressé plusieurs 
avec des charges diverses et à différents intervalles; elles ont toujours 
coincidé avec des erreurs ne dépassant pas le „|; de la valeur moyenne 


Fig. 8. 


de l’ordonnee correspondante. La fig. 8 est une reproduction au de 
la courbe qui a servi aux mesures. 
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Cela posé, voici comment j’opérais chaque jour: le 2 mai 1876, a 
2 heures par exemple, les 20 Daniell donnaient une déviation totale de 
160; l’ordonnee correspondant à ce chiffre dans la courbe est 162; j’avais 
donc, ce jour-là, pour exprimer en Daniell la différence de potentiel 
correspondant à une déviation A, à multiplier la longueur B de l’or- 
donnée correspondante par le rapport 3. 

Cette idée de rapporter les indications de l’électromètre à celles qu'il 
donne quand on Je met en relation avec des piles ouvertes revient à 
Dellmann, et M. Thomson s’en sert constamment, soit pour étudier la 
sensibilité de ses appareils, soit pour estimer des forces électromo- 
trices atmosphériques ('). Il emploie le plus souvent des éléments 
cuivre-zinc-eau, et se réfère à des Daniell pour s'affranchir des varia- 
tions des premiers, ou pour faire des comparaisons délicates, comme, 
par exemple, la graduation de l’électromètre à quadrants par rapport à 
son électromètre absolu (?). 


Appareils d'induction. — J'ai exécuté des mesures précises avec deux 
appareils d’induction. Le premier était la bobine induite d’un Schlitien- 
Apparat de du Bois-Reymond; elle vient d'un constructeur de Heidel- 
berg, qui la catalogue comme formée de 13860 tours de fil. Ce fil a 
un diametre de + de millimétre et est en cuivre; sa résistance totale, 
mesurée au pont de Wheatstone, est 942 ohms (*) comme dimension 
extérieure, 15 centimetres de long sur 7°,5 de diamètre extérieur, ce 
qui permet de fixer au fil une longueur approximative de 2500 mètres, 
d’ailleurs en rapport avec celle que l’on déduit dela résistance moyenne 
du cuivre. J’en ai retiré l’appareil inducteur, trembleur, fer, etc., pour 
ne conserver absolument que la bobine induite. 

La seconde bobine m’a été gracieusement offerte par M. Ruhmkorff, 
et je l’en remercie. Elle se compose de deux bobines que l’on peut 
joindre de façon à reproduire une partie du système cloisonné des gros 
appareils. Le fil de chacune d’elles présente des sorties qui pourront 


(') THomson, loc. cit., p. 201, 202, 204, 205, 206, 300, 306. 

(7) THomson, loc. cit., p. 205, 242, 243. 

(?) On sait que l’ohm est l'unité de résistance faisant partie de la série déterminée d’après 
les principes de Weber par l’Association britannique. Sa valeur, d’après Latimer Clark (4x 
elementary Treatise on electrical measurement, London, 1868), est 1™, 0456. 
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permettre, je l'espère, d'étudier la distribution intérieure des tensions 
pendant le phénomène de l'induction. Le nombre total des spires, 
quand les deux bobines sont réunies en une seule, est de 7260; le fil 
a ? de millimètre de diamètre; sa résistance est de 164 ohms; sa lon- 
gueur approximative 1200 mètres; les dimensions extérieures de ce 
second appareil sont du reste les mêmes que celles du précédent. 

Dans l’une ou l’autre de ces deux bobines d’induction, je pouvais 
introduire une bobine inductrice, dont le diamètre extérieur était égal 
au diamètre intérieur des premières, et qui avaient même longueur 
qu’elles. J'ai construit quatre de ces bobines inductrices, présentant 
une, deux, trois et quatre épaisseurs de spires d’un fil de cuivre de 
ı millimètre de diamètre soigneusement recouvert de soie. Le nombre 
des spires pour chaque couche était de quatorze. Les résistances de 
ces bobines étaient respectivement, en unités Siemens, 0, 216-0, 396- 
0, 987-0, 738. 

Elles ne présentaient aucune pièce de fer à l’intérieur, mais cet in- 
térieur était creusé de façon à en recevoir à volonté; ce qui sera tou- 
jours spécialement indiqué dans les quelques cas où j’ai voulu con- 
stater l’action du fer sur les phénomènes. 


Courant inducteur. — Le courant inducteur a toujours été fourni par 
un élément Daniell monté avec les solutions de sulfate de zine et de 
sulfate de cuivre, dont j'ai donné les titres plus haut. L’intensité des 
phénomènes m’a obligé à réduire de plus en plus les dimensions de 
cet élément; c’était à la fin le modèle dit moyen modèle des fabricants, 
et j'ai di souvent ne le remplir qu’au tiers et même au quart de sa 
hauteur. Du reste, j'ai eu soin chaque fois d’en mesurer la résistance, 
que l'on trouvera citée dans les différents tableaux d'expériences qui 
seront rapportées plus loin. Je citerai aussi chaque fois la résistance 
extérieure du circuit, ce qui définira complétement le courant. Un 
shunt (') lançait, dans un galvanometre de Weber, une fraction de ce 


(') Les télégraphistes paraissent avoir adopté ce nom, par lequel les Anglais désignent 
les appareils réalisant immédiatement une dérivation connue dans un galvanomètre de résis- 
tance déterminée. J'ai décrit (Journal de M. d’Almeida, t. V, p. 147) celui que j'ai employé, 
.que l'on peut construire soi-même et avec lequel on donne a la dérivation telle valeur que 
l'on veut. 
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courant que je n’ai pas cherché à apprécier, mais que j’ai amenée à ne 
pas faire dépasser, au trait lumineux indicateur, les limites d’une 
échelle analogue à celle qui servait à l’électromètre, ce qui représente 
une déviation maximum de 5 ou 6 degrés. Un rhéocorde de Pog- 
gendorff me permettait de ramener le courant toujours à la même in- 
tensite, soit que celle-ci se fût un peu-modifiée d'elle-même, soit que 
j'aie introduit dans l’appareil d’induction une bobine de résistance dif- 
férente. Enfin, comme, dans ces limites de déviation, toutes les pro- 
portionnalités physiques et trigonométriques peuvent être admises, je 
réalisais des intensités de courant inducteur moitié, tiers, etc, en 
touchant au rhéocorde jusqu'à ce que le trait lumineux marquät sur 
échelle des nombres moitié, tiers, etc., du nombre primitif. 

La mesure galvanométrique étant faite, l'instrument était soustrait 
à l’action du courant, et je substituais au shunt une résistance recti- 
ligne égale, de façon à bien conserver le courant mesuré. 


SECONDE PARTIE. 


DISCUSSION DE LA MÉTHODE. — RÉSULTATS. 


Discussion théorique. — La méthode repose sur les principes suivants, 
dont l’évidence parait incontestable : 

1° Si, pendant que le courant inducteur est fermé, on met deux 
points quelconques du fil induit en rapport avec les quadrants de l’élec- 
tromètre, l'aiguille n’est pas déviée, c’est-à-dire que ces deux points ne 
présentent aucune différence de potentiel. On devait s’y attendre, puis- 
qu'on sait que le fil fermé ne serait, pendant ce temps, le siége d’au- 
cun mouvement électrique. La diflérence de potentiel commence à se 
produire dès la rupture métallique du courant inducteur, et on la re- 
trouve nulle quelques instants après cette rupture. Tous les rhéotropes 
multipliant les effets sont basés sur ce qu’on admet que les phases, 
quelles qu'elles soient, par lesquelles a passé cette différence entre ces 

Ann. de l’Éc. Normale. 2* Série. Tome VI. — Jriizer 1877. 29 
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deux valeurs zéro, se reproduisent identiquement après chaque rup- 
ture, rien n'étant changé dans aucune partie de l'appareil. 

2° Considérons le fil induit AB pendant le phénomène; il présente à 
un temps 9 une certaine distribution de potentiel, figurée, par exemple, 
par la courbe PQR (fig. 9), distribution variant avec le temps, mais 


Fig. 9. 





reprenant périodiquement la forme PQR aux temps 6,, 8,,..., 9n, dis- 
tants de la durée de la rotation du disjoncteur. A ces différents instants, 
deux conducteurs isolés & et 3, non soumis à la cause inductrice, sont 
mis en relation métallique avec deux points M et N du fil, et cela pen- 
dant un temps assez court pour que la déformation de la courbe cor- 
respondant à ce temps puisse être considérée comme très-légère ; après 
un nombre de contacts qui dépendra de la capacité relative du fil AB 
et des conducteurs x et B, ces derniers auront pris et conserveront la 
différence de potentiel des points M et N correspondant à l’instant 
étudié; et, à partir de ce moment, ces contacts ne troubleront plus la 
distribution électrique sur AB, que dans Ja mesure des pertes que 
pourront éprouver les conducteurs « et 8 entre deux contacts successifs; 
ces pertes peuvent être considérées comme nulles avec des contacts se 
succédant à moins de ;4, de seconde d'intervalle, et quand il s’agit de 
potentiels ne dépassant pas une centaine de Daniell. 

Si l’on se reporte aux analogies établies et si souvent invoquées par 
M. Thomson, entre la propagation de la chaleur et celle de l'électricité, 
le potentiel électrique et la température, ou plus simplement à la con- 
sidération de la charge à refus des anciens électriciens, ce qui précède 
paraîtra incontestable. 


Discussion pratique. — J'ai montré plus haut comment a été établie 
la graduation de l’electrometre, comment on peut tirer des déviations 
de l'instrument, par le renversement de la charge de l’aiguille, la diffe- 
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rence des potentiels des deux points mis en relation avec les secteurs, 
et une indication sur Jes valeurs absolues de ces potentiels. On a vu 
également comment je me suis assuré de la régularité du mouvement 
du disjoncteur et la façon dont je déterminais, pour chaque série d’ex- 
périences, la valeur absolue de sa vitesse. Il ne me reste plus que quel- 
ques mots à dire sur le mode de fonctionnement de ce disjoncteur, et 
sur la précision dont il était susceptible. 

Les deux contacts qui mettaient en relation les points à étudier du 
fil induit avec les quadrants de l’électromètre étaient retouchés des 
qu'ils avaient atteint par l’usure plus de -& de millimètre de largeur. 

La simultanéité de ces deux contacts s’é établissait et se vérifiait de la 
façon suivante : une pile ouverte était mise directement en relation 
avec les quadrants de l’électromètre, et l’on notait la déviation; on l'y 
mettait ensuite par l'intermédiaire des roues B, B et des contacts /, g; 
les couteaux f, qui pouvaient se mouvoir légerement sur la circonfé- 
rence des roues B, étaient déplacés jusqu’à ce que la déviation fat la 
même ('). (Voir fig. 2 et 3.) 

Le couteau qui fermait et ouvrait le courant inducteur n’a jamais 
dépassé non plus -& de millimètre, au moins tant que j'ai voulu sur- 
tout déterminer les variations des phénomènes avec le temps. 

Comme on Je verra plus bas, la vitesse ordinaire du disjoncteur a 
été de 12 à 15 tours par seconde. Le diamètre des roues était exacte- 
ment de 1 décimétre, d’où leur circonference de 314 millimètres. Si 
l’on suppose un contact d’une étendue de =, de millimètre, sa durée 


sera par conséquent de Bi 1510 Tres 


° | 
de ma plus grande vitesse, et ILE 73<1a3c10 = 37686 pour l’autre; 


je puis donc affirmer que la durée des contacts s’est toujours main- 


de seconde, dans le cas 


, N I . 
tenue égale à -—— de seconde environ. 
40000 


La vis micrométrique c { fig. a) avait un pas de 4 millimètre, et por- 
tait un limbe divisé en 25 parties égales; à chacune de ces parties cor- 
respondait donc un déplacement vertical du couteau de -& de milli- 


(') M. Brünner préférait faire ce réglage à la loupe, de sorte que le procédé indiqué dans 
le texte était plutôt une vérification, toutes les fois que l'instrument revenait de chez lui. 


29. 
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mètre ('). Faire marcher cette vis d’une division du limbe revenait 


a a s ° I 
donc à rapprocher ou à éloigner de —— = ——— de seconde en 
40000 X 5 200000 


moyenne l'instant du double contact de celui de la rupture métallique 
du courant inducteur. 

Ainsi que je l’ai dit déjà, la valeur absolue de la vitesse du disjonc- 
teur était fournie par un récepteur Morse, dont le mouvement d’horlo- 
gerie déroulait 850 millimètres de papier par minute; les points mar- 
qués sur ce papier correspondaient aux tours de l’arbre de la machine 
motrice, et le disjoncteur faisait 14 tours pendant que cet arbre en 
faisait 5. Soit az le nombre de points compris dans une bande de papier 
Got XL 

850 ° 
dans ce temps, l'arbre du moteur a fait n tours : donc le disjoncteur, 


rin 





de /millimetres; ces/ millimetres représentent un temps égal a 


——; par suite, celui-ci en faisait dans une seconde 


mn, 850 _rign 
5 “‘6oxi 3 1 
Il m'était plus utile de connaître la durée correspondant à une divi- 
sion du limbe de la vis micrométrique. Si m est le nombre de tours 
par seconde du disjoncteur, la durée du passage de 5 de millimètre 
de sa circonférence est égale à 
1° _ I 
314 X mX 50 15900 m' 


119 


et, comme m= —* 2 il suit que la durée @ dont il s’agit est donnée 


par la formule 





Ainsi, le 26 avril 1876, un relevé de vitesse fait à 2 heures four- 
nit une bande portant 27 points sur une longueur de 80 millimètres? 
il en résulte que le nombre de tours par seconde du disjoncteur était, 
à ce moment, 





(') Le nom de MM. Brünner est une garantie suffisante de la rigueur de ces chiffres. 
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et le temps 6 correspondant à une division du limbe de la vis micro- 
métrique 

1 3 Bo 

15700 119 27 





= 0°, 0000048. 


Il reste un dernier point à établir. Pour éviter de trop longs frotte- 
ments, le courant inducteur ne restait fermé que pendant un temps 
très-court, quoique toujours supérieur à suo de seconde, comme je 
l’ai montré plus haut. On peut se demander si ce temps était suffisant. 
Pouillet tire de son expérience de la roue dentée (') la conclusion sui- 
vante : « Dans 5,55 de seconde, un courant se propage avec toute son 
intensité dans le circuit qui lui est offert; d’autres expériences ana- 
logues m'ont démontré que cette propagation intégrale se fait encore 
dans ~>, et même dans =; de seconde (?). » 

Bien que l'expérience classique de Pouillet ait été faite dans le but 
d'introduire la notion de quantité d'électricité dans l'étude du phéno- 
mène galvanique, plutôt que dans celui d'étudier la période d’etablis- 
sement du courant, il est aisé d'établir, en appliquant la théorie mé- 
canique des forces de percussion à l’état d'équilibre expérimental de 
l'aiguille, le théorème suivant : Quand, dans une disposition donnée 
de la roue dentée, se vérifiera la proportionnalité constituant le théo- 
réme de Pouillet, l'effet de l'état variable sera négligeable devant celui 
de l'état permanent. Cela n'aura pas lieu quand cette proportionnalité 
ne se vérifiera pas. Et c’est ainsi, comme le fait remarquer M. Pouillet 
lui-même (*), que, « en vertu de la réaction qui constitue les phéno- 
mènes d’induction, on observe alors des résultats tout à fait différents; 
c’est même un tres-utile moyen d’étudier ces phénomènes singuliers de 
réaction et examiner les renversements de courants qu'ils produisent 
quelquefois >». 

C’est là le point de départ du travail de M. Bertin que j'ai déjà eu 
occasion de rappeler plus haut (*). 

La même théorie des forces de percussion, appliquée aux expériences 














(') Pouiccer, Traité de Physique et de Météorologie, 7° édition, t. I, p. 647. 
(?) PoviLLet, loc. cit., p. 817. 

(?) PouıLLeT, loc. cit., p. 647. 

(‘) Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XV. 
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de MM. Fizeau et Gounelle ('), fournirait aussi plus aisément peut- 
être des nombres relatifs à l’état variable que des valeurs d’une vitesse 
de l'électricité (?). 

On pourrait aussi chercher des chiffres dans les différents travaux 
entrepris sur l’état variable du courant (*); mais les deux remarques 
suivantes rendent toutes ces citations inutiles : 1° la durée de l’état 
variable ne dépend pas tant de la résistance du circuit que de sa dispo- 
sition; 2° je cite ici les propres paroles de M. Gaugain : « On peut de- 
mander, et c'est une question que l’on a souvent posée, quel est le 
temps nécessaire pour obtenir l’état permanent, ou, en d’autres termes, 
quelle est la durée de l'état variable... On ne peut pas demander quel 
est le temps nécessaire pour atteindre d’une manière rigoureuse l’état 
permanent; ce temps serait toujours infini. Ce que l’on demande 
donc, c’est le temps nécessaire pour obtenir des tensions qui ne s’é- 
cartent pas sensiblement des tensions limites; mais il est clair que 
le problème posé dans ces termes vagues ne peut pas être résolu. II 
faut dire avant tout ce que l’on entend par le mot sensiblement. ; la 
détermination de la durée de l’état variable n’est donc un problème 
défini qu’autant que l’on indique le degré d’approximation que l’on 
veut obtenir (*). » | 

Je dois encore ajouter qu'il était nécessaire, dans mes expériences, 
que non-seulement le courant inducteur fût arrivé à l’état permanent, 
mais encore que tous les phénomènes d’induction de fermeture fussent 
éteints dans la bobine induite, au cas probable où ceux-ci dureraient 
le plus longtemps. 

Toute difficulté s'est trouvée écartée par le fait suivant, que je n’ai 
pas manqué de constater à toutes mes séries d'expériences. Les con- 
tacts des extrémités de la bobine induite avec les quadrants de l’élec- 
tromètre se faisant quand le courant inducteur était encore fermé pen- 


ne me 


(') Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XXX, p. 437; t. XXXIX, p. 469. 

(?) Fair la Notice placée par M. Gaugain à la fin de sa traduction du livre d’Ohm : Théorie 
mathématique des courants, p. 177. Note B. 

(°) Foir, par exemple, le Mémoire de M. Helmholtz : Influence de l’extra-courant sur 
l'établissement et la cessation du courant. (Pogg. Ann., t. LXXXII, p. 505; 1851.) — 
Cazın, Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XVII, p. 418 (1869), etc. - Gur- 
LEMIN, Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LX (1860). 

(‘) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LX, p. 327. 
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dant une longueur de plus de 1 millimètre, l’aiguille restait invaria- 
blement au zéro. Ainsi, lors de la rupture du courant inducteur, tous 
les phénomènes d’induction provenant de son établissement avaient 
complétement cessé d’être sensibles A l’électromètre depuis plus de 
o*, 0002, et probablement depuis beaucoup plus longtemps. 


Résultats obtenus. 


Si l’on considère les deux extrémités bien isolées du fil d’une bobine 
induite, elles sont au même potentiel tant que passe le courant induc- 
teur ; elles y sont revenues un temps très-court après que ce courant 
inducteur a été rompu. Comment a varié, pendant ce temps, cette dif- 
férence de potentiel partie de zéro et revenue à zéro? Telle est la ques- 
tion que j'ai essayé de résoudre. Autrement dit, si l'on prend les temps 
pour abscisses, les différences de potentiel pour ordonnées, quelle sera 
la courbe ainsi déterminée? | 

Je vais donner les résultats d’un travail de deux années dans l'ordre 
qui me paraît le plus propre à en faire ressortir quelques conséquences 
générales. 


Commencement de la courbe. — Le commencement de la courbe m’a 
paru mériter une étude spéciale. Dans le travail que j’ai déjà signalé 
plus haut ('), M. Blaserna signala et mesura un retard sensible 
entre la rupture du courant inducteur et la manifestation galvano- 
métrique du courant induit. Il est vrai de dire que, dans les expé- 
riences de M. Blaserna, la bobine inductrice était éloignée de la 
bobine induite, et qu’elle pouvait même en être séparée par des sub- 
stances de natures diverses, dispositions que je n'ai pas essayé de réa- 
liser. Profitant du moment où mon disjoncteur remis à neuf présentait 
des arêtes de contact absolument vives, j’obligeai, par une disposition 
qu’il est facile de concevoir si l’on veut se reporter à la description du 
disjoncteur, un courant électrique à se fermer en passant d’une des 
trois roues à l’autre par le moyen des contacts; le 27 avril 1876, par 





_(') Voir aussi le Compte rendu des travaux de Physique faits à l'étranger, par M. Bertin 
(Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XXII, p. 500). 
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exemple, la vis micrométrique étant à 1 pour les tours et 8 au limbe, 
le galvanomètre indiquait le passage du courant; le limbe amené au 
chiffre 9, c’est-à-dire la vis marchant de - de millimètre, le courant 
ne passait plus. Ainsi, la vis micrométrique étant au chiffre 1-9, le 
double contact avec les quadrants avait lieu un temps après la rupture 
du courant inducteur, certainement inférieur au temps 6 déterminé 
plus haut, correspondant à „;; de millimètre. 

Voici le tableau extrait de mon livre d'expériences, que je copie tel 
qu’il est, c’est-à-dire sans apporter aucune correction aux données de 
l’électromètre. 

27 avril 1876. — La pile induetrice est le Daniell demi-grandeur, 
rempli aux deux tiers. Les vingt Daniell d’essai donnent 80 de chaque 
côté à l’électromètre.. La bobine induite est celle à 13 860 tours; la 
bobine inductrice a une seule épaisseur. 


Vis micrométrique. Deviations de l'aiguille. 
1-6 0. 
7 0. 
8 0. 
9 15 à droite. 
10 Entre 30 et 40 à droite. 
11 » 50 et 60 » 
12 go a droite, assez fixe. 


La vis marchant en sens inverse. 


1-12 go à droite. 
11 65 » 
10 38 » bien fixe. 
9 16 » 
8 o trés-net. 


Le relevé de vitesse donne 16 points en 60 millimètres; d'où, en 
appliquant la formule établie plus haut, on a, pour la durée 6 corres- 
pondant à une division du limbe de la vis micrométrique, 


I 3 60 
§= ——— — — =0',000006. 
15700 119 16 
Ainsi, un temps après la rupture du courant inducteur, certainement 
inférieur à 0°,000006, la différence de potentiel des extrémités de la 


bobine induite a déjà pris une valeur de 3 ou 4 Daniell. 


ÉTUDE EXPERIMENTALE SUR LES PHÉNOMÈNES D INDUCTION. 233 


Sur le bienveillant conseil de M. Terquem, j'ai longuement étudié ce 
début de la courbe : je n’ai pu y découvrir rien de remarquable; elle 
n’est tangente ni à l’axe des temps, ni à celui des tensions; elle s'élève 
tres-rapidement, comme on le voit, par la difficulté de tenir l’aiguille 
de l’électromètre absolument immobile dans ces premiers points. 

Les trois zéros qui sont en tête du précédent tableau montrent bien 
l'extinction de tout phénomène dû à l'induction de fermeture. 


Durée de l'oscillation. — Ainsi que l’ont établi MM. Blaserna, Helm- 
holtz, Bernstein (')et que je l’ai retrouvé moi-même (7), la courbe dont 
je viens d’esquisser les premiers points ne reste pas constamment du 
même côté de l’axe des temps. Partie de zéro, la différence de poten- 
tiel des deux extrémités du fil induit ne revient à zéro qu'après des os- 
cillations autour de cette valeur, dont j'ai pu compter jusqu’à trente et 
au delà. J'ai fait, à plusieurs reprises, une étude spéciale de la durée 
de ces oscillations, parce qu’il était nécessaire, pour la rigueur des me- 
sures de temps, que les contacts, remis soigneusement à neuf, ne pré- 
sentassent pas des dimensions supérieures aux quantités dont avançait 
la vis micrométrique. 

Dans les séries d’expériences que je vais rapporter, je me contentais 
donc d'observer le sens de la déviation de l'aiguille, notant quelquefois 
la valeur de l'impulsion, et portant surtout mon attention sur les points 
où se produisaient le zéro et le changement de signe. C’est ainsi seule- 
ment, du reste, qu’ont opéré MM. Bernstein et Helmholtz, et ce m’a 
été un motif de plus pour séparer ce paragraphe, afin de montrer ce 
que, outre la méthode, je crois avoir ajouté à des travaux que j'igno- 
rais, Mais que j'aurais pu connaître : 


1° Low generale du phénomène. — Elle va ressortir du tableau 
suivant. 





ee m eee, 


(') Voir \ Historique, ci-dessus, p. 204 et 205. 
(*) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 3 janvier 1876, p. 84. 
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TABLEAU 1. 


Bobine induite à 13 860 tours; bobine inductrice à deux épaisseurs; pile inductrice, Daniell 
demi-grandeur, rempli aux deux tiers, résistance 4,5; résistance au dehors du cir- 
cuit 1”, 5. 


Vis micrométrique. Déviations de l'aiguille. 
1- 7 Léger mouvement. 
. 8 Légére impulsion........... a droite. 
16 Forte Dawe cee ewes » 
20 » D... n 
2- 0 Faible | cs... » 
3 » ) » 
5 Denssrssosssssssssesssses 0. 
7 VL Pe Pa à gauche. 
12 Forte impulsion.... ....... » 
17 » D ess... » 
19 Faible » (100)........ » 
21 orne QO. 
23 Légère impulsion........... a droite. 
3-4 Forte D ........... » 
10 » D  ........... » 
12 Faible D ess... » 
13 i esse 0. 
14 Légère impulsion........... à gauche. 
29 Forte D ..,........ n 
4- 3 Faible D oo... » 
5 Orssnssossoesssessossestes 0. 
7 Faible impulsion............ a droite. 
16 Forte D or... » 
22 Faible D ( 30) ss. » 
23 > FE 0. 
24 Impulsion de 40............ a gauche. 
5-7 Forte impulsion............ n 
lI » D ss... » 
19 Ounnsessssesseesesesssssee o. 
16 Impulsion de 40............ à droite. 


Le relevé de vitesse fournit 21 points dans 58 millimètres, ce qui 
donne, pour le temps 9 correspondant à une des 25 divisions du limbe 


de la vis micrométrique, 
ı 3 58 


-— = 0°, 0000045. 
15700 r19 21 ? 4 
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(On devine sans peine que les deux nombres qui se trouvent en re- 
gard dans la colonne de la vis micrométrique indiquent, celui de 
gauche le numéro du tour, celui de droite la division du limbe.) 

Si l’on examine le tableau qui précède, on voit que la position des 
zéros est déterminée à moins d’une unité près des divisions du limbe 
de Ja vis micrométrique. 

Le temps compris entre les deux premiers zéros est mesuré par 
25 divisions de la vis; il est donc égal à 0°,o000045 X 25, soit 
0°, OOO! 1 2. 

Les autres instants où la différence de potentiel a été nulle sont 
séparés les uns des autres par des temps représentés par les nombres 
de divisions 16, 17, 17, 18, 17. On peut donc dire que les oscillations sont 
isochrones, et durent un temps égal à 0*,0000045 X 17 =0°,000076. 


2° Influence du nombre des épaisseurs de spires de la bobine induc- 
trice. — Dans les tableaux qui vont suivre, la bobine induite et le dis- 
positif général seront les mêmes que dans le cas précédent. Il n’y aura 
de différence que dans la bobine inductrice, qui sera successivement de 
une, deux, trois et quatre épaisseurs de spires. Ainsi que je l’ai dit, le 
courant inducteur sera ramené, à chaque changement de bobine, à la 
même intensité galvanométrique au moyen du rhéocorde. 


TaBLeau II. 


Bobine à une épaisseur. 


Vis micrométrique. Déviations de l'aiguille. 
1-10 Ones morose sesssssessse 0. 
II Impulsion de 10............ a droite. 
20 » forte............. » 
23 » D En » 
2- 0 D soso » 
3 Os cecceccccccsscsvveces 0. 
4 Impulsion de 12............ a gauche. 
10 » 140............. » 
13 re » 
14 Oeorss rene. 0. 
15 Impulsion.................. à droite. 
20 » 0... ss... » 
3- 0 o (légèrement à droite).....  o. 


30. 
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Vis micrométrique. 
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Tasreau Il (suite). 


Déviations de l'aiguille. 


I Impulsion................., à gauche 
7 D ss... » 
12 a 0. 
13 Impulsion ......,........... à droite. 
18 D sos sesesssveseee » 
23 » (trés-légére)...... » 
24 a 0. 
§- 0 Impulsion ................. a gauche. 
6 » (80)............. » 
10 Oa rr ee ee O. 
etc. 


TagLeau III. 


Bobine à deux épaisseurs. 


Vis micrométrique. Deviations de l'aiguille. 


1-10 


11 Impulsion légére............ à gauche. 
12 » (25)............. » 
13 » (35)............. » 
14 DO ose soosees » 
15 D ss. » 
2- 0 » trés-forte......... » 
2 » (130})............. » 
3 » (80)............. » 
4 o (tendance à droite}....... 0. 
5 Impulsion (£o)............. a droite. 
10 Be » 
11 » (forte)........... » 
12 » (tres-forte)....... » 
14 »  faible............ » 
15 > Pre EEE Oo. 
16 Impulsion...........,...... . à gauche. 
22 » (140)..,.....,... » 
3- 2 (e EE EE EEE EEE 0. 
3 Impulsion de 15............ à droite. 
9 Dba eee ween erence » 
14 Os e sonores uesss 0. 
20 Impulsion (r30)............ à gauche. 
4-0 Oro nsrorreseee 0. 
6 Impulsion..... pensons à droite. 


O 
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Vis micrométrique. 


11 
12 
16 
al 
22 
23 


Vis micrometrique. 


1-10 
11 
12 
18 

2- 3 

5 
“41 
13 


Vis micrométrique. 


1-10 
11 
18 

>= 3 

8 
13 
1 4 
15 
3- o 


TasLeau III (suite). 
Deviations de l'aiguille. 


Once ces cessccccscecceeees 0. 
Impulsion.................. à gauche 
» (100)............. » 

D sousssossse euren » 
a wee 0. 
Impulsion................., à droite. 

etc. 


TABLEAU IV. 


Bobine à trois épaisseurs. 


Deviations de l'aiguille. 
oO 


Impulsion légére............ à gauche. 
» (35)............. » 
Le trait sort de l’Echelle..... » 
Ove ccc ccerencccsccveeseeee o 
Impulsion.................. à droite 
DO e...s.sssssssoss » 
DO soon » 

Ours soso 0. 
Impulsion...............,.. à gauche. 
» trés-forle......... » 

| PR 0 
Impulsion forte............. à droite 
Ore ccs ccccccccccccccsesees o 
etc. 
TABLEAU V. 


Bobine à quatre épaisseurs. 


. Déviations de l'aiguille. 


oO. 


Impulsion de 20............ à gauche. 
Le trait sort de l’échelle..... » 

Deere consonnes 0. 
Impulsion (200)............. à droite. 
» (35)............. » 

Oeeeeean ernennen nnnennn 0. 
Impulsion de 50............ à gauche. 
Qi tor ose O 
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Le relevé de vitesses se rapportant à la série de ces quatre tableaux 
présente 27 points dans 120 millimètres; d’où, pour le temps d’une 
division, 

= ——— >20 = 0°, 000007. 
15700 119 27 

Si l’on examine ces tableaux, on constate immédiatement que tous 
les zéros se reproduisent exactement aux mêmes points. Ainsi la po- 
sition des zéros de la courbe est indépendante du nombre des couches 
du fil de la bobine inductrice, au moins quand ce nombre ne dépasse 
pas 4. 

Si maintenant nous calculons les valeurs de temps qui séparent ces 
zéros, nous les trouvons mesurées, pour le premier intervalle, par 17 di- 
visions de la vis, d’où 


0°,000007 X 17 = 0°, 000119; 


les oscillations isochrones durent ensuite un temps mesuré par 11 di- 
visions, d'où 


0*, 000007 X 11 = 0°,000077. 


Le tableau I, qui a été dressé plus d’un mois avant ceux qui pré- 
cedent, nous avait fourni, pour les temps correspondants, 


0°,000112 et 0*,0000765. 


3° Influence de la bobine induite. — Le tableau suivanta été obtenu 
avec l’appareil d’induction à 7260 tours de spires, que m’a fabriqué 
M. Ruhmkorff. La pile inductrice est la méme; la bobine inductrice 
est à 4 épaisseurs. 


Tasceau VI. 


Vis micrométrique. Déviations de l'aiguille. 
1-10 0. 

11 Impulsion de 40..... cesse à gauche. 
12 » forte. ....... so... » 

13 » Do ssceseccceees » 

14 » moindre.......... » 

5 » (20)..... rennen » 

16 » X) à droite. 
18 DO ses ossocossosese » 


19 Impulgion...........,...... à gauche. 
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Tasceau VI (suite). 


Vis micrométrique. Déviations de l'aiguille. 
20 »  (très-forte). ann » 
21 | messes » 
22 Oscillations autour de....... 0. 
23 Impulsion forte............. à droite. 
2- 0 Oscillations, puis........... 0. 
! Impulsion. ................ à gauche. 
I D re en » 
2 » (forte)........... » 
3 Hésitation................. » 
34 (e PE ernennen 0 
etc. 


La vitesse était la même qu’aux tableaux précédents. Nous retrou- 
vons ici les mêmes caractères généraux que plus haut, à savoir un pre- 
mier intervalle plus long que ceux, égaux, qui le suivent. Mais les uns 
et les autres sont beaucoup plus courts que quand nous opérions avec 
l’autre bobine induite. Ainsi le premier est représenté par 5 à 54 di- 
visions de la vis, les autres par une moyenne de 3,2, ce qui, en 
temps, correspond à 0°,000007 X 5 = 0°,000035 pour le premier, et 
0°, 000007 X 3,2 = 0°,000022. 

En laissant de côté la première branche de courbe, que l’on peut en- 
visager comme correspondant à l'impulsion initiale que donne le pro- 
jectile au pendule balistique, il parait a priori que la durée de chacune 
des oscillations qui suivent (durée que nous verrons tout à l'heure être 
indépendante des intensités) ne saurait être fonction que de ce qui carac- 
térise le fil induit, sa longueur, son diamètre, sa nature, la disposition 
de ses diverses parties. Je me propose d'essayer de résoudre cette ques- 
tion, qui exige des possibilités d’arrangement et d'étude du fil induit 
que je n’ai pu encore réaliser. En attendant, les nombres qui précèdent 
présentent une relation bien remarquable, sur laquelle je n'ose pas in- 
sister, vu le trop petit nombre de cas examinés, mais que je ne puis 
m'empêcher de signaler. 

Les durées d’une oscillation, pour les deux bobines induites, sont 
proportionnelles aux quotients de la longueur des deux fils par leur 
diamètre ou leur périmètre. Ces longueurs sont en effet, comme on l’a 
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vu, 2500 et 1200 mètres; les diamètres, o™™, 25 et o™™,4; le rapport 
2500 , 1200 76 


5,4 Sts par suite, 3,3; le rapport des durées est — = 3,4. Les 


0,25 ° 
deux fils induits étant de mème substance, on doit encore trouver le 
mème nombre pour le rapport des produits des résistances électriques 


ordinaires par le diamètre; et en effet, on a 


942 X0,25 _ 


164><0,4 — 3,5. 








4° Influence de l'intensité du courant inducteur. — La bobine induite 
est celle de M. Ruhmkorff du tableau VI : la bobine inductrice est à 
4 épaisseurs. Au lieu d’être fourni par l’élément Daniel] moyen modele 
ordinaire, le courant inducteur est produit par un élément Daniell 
grand modèle, qui porte Ja déviation galvanométrique mesurant ce 
courant, de 80 à 250 : l'intensité se trouve ainsi largement triplée. 


Tıpıeau VII. 


Vis micrometrique. Deviations de l’aiguille. 

I-10 0. 
11 Impulsion de 100........... a gauche 
12 » (250)............. » 
13 VOD éessssssssssssses » 
14 » (360) ............ » 
15 » (130)............. » 
16 »  (150)............. à droite. 
18 D essor » 
19 D ......sosososee à gauche 
21 D .s.s.sesssssssee » 
22 Denssssve sessesese nern nen Oo 

2- 0 a “Ses enace Oo 
2 Impulsion forte............. a gauche 
3 } DE » 
4 »  (200)............. à droite 
5 » PER n 
7 Oseillations, puis........... 0. 
8 Forte impulsion............ à gauche. 
11 Impulsion.............,..... à droite. 

etc. 


Si l’on compare ce tableau au précédent, on voit que ni la position 
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du premier zéro, ni celles des zéros suivants, ne sont modifiées par une 
multiplication par 3 de l’intensité du courant inducteur. 


5° Effet du fer doux introduit dans la bobine inductrice. — Tous les 
résultats qui précèdent se rapportent à un système d’induction absolu- 
ment dépourvu de pièces de fer. Il peut paraître intéressant de savoir 
quelles modifications seraient apportées au phénomène par l’introduc- 
tion de fer doux dans l’intérieur de la bobine. Je n’ai point traité cette 
question avec la même multiplication d'expériences que les autres, pour 
deux motifs: d’abord parce que je la crois digne d’un travail tout spé- 
cial; ensuite, parce que le fer doux produit une telle augmentation 
dans l’intensite des phénomènes, que j’ai craint d’y soumettre le magni- 
fique instrument que m'ont construit MM. Brünner. Je vais néanmoins 
rapporter quelques expériences qui donneront une idée de cet impor- 
tant côté de la question. 

Avant de dresser le tableau qui va suivre (2 juin 1876), les expé- 
riences relatives à l'appareil sans morceaux de fcr furent répétées. La 
pile inductrice était le Daniell demi-grandeur ordinaire, rempli seule- 
ment au quart; la bobine induite était celle à 13 860 tours, la bobine 
inductrice à deux épaisseurs. 

Le premier mouvement de l'aiguille de l’électromètre se produisait 
quand la vis micrométrique marquait 1-6; un maximum d’environ 250 
avait lieu vers 1-14, et le premier zéro entre 1-17 et 1-18, soit 
apres 12 4 divisions du limbe; la déviation avait alors lieu en sens in- 
verse, un maximum de 210 vers 1-22 et zéro à 2-1, soit apres 84 
divisions. Le relevé de vitesse donnait 15 points dans 87 millimètres; 
d'où 





ER 3 9, 

= 18700 119 15 = 0°,000009, 

et, par suite, la durée de la premiere branche de courbe était 0°, 000112, 
et la durée commune aux branches suivantes, 0°,000076, chiffres bien 
concordants avec ceux déjà cités. 

Tout en restant dans le même état, j’introduisis dans la bobine induc- 
trice des morceaux de fils de fer de 1 millimètre de diamètre, et de 
même longueur que cette bobine, successivement au nombre de 10, 20 
et4o, et c’est ainsi que furent obtenus les trois tableaux suivants : 
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TasLeau VIII. 
Dix fils de fer dans la bobine. 


Vis micrométrique. Deviations de l'aiguille. 


1- 5 O 


6 Impulsion de 20............ a gauche. 
8 » 150.............. » 
10 Le trait sort de l’echelle..... 
12 D da ae » 
14 Dosen“ » 
16 » non » 
18 Impulsion de 250..... so. » 
20 » 100... » 
21 Quelques oscillations, puis...  o. 
22 Impulsion de 80............ à droite 
24 » pe) Pers » 
2-1 » D vcccsccscccens » 
2 » 100..........000 » 
3 » 80............... » 
4 Doc crc rcccccacrvccessccecns oO 
5 Impulsion........... ss. à gauche 
10 re ee ee ee ee en » 
12 DO messes » 
13 (+ NE EEE TE EEE o 
elc. 


Tasieau IX. 


On ajoute dans la bobine 10 morceaux de fer semblables à ceux qui y sont déjà, ce qui 
fait en tout 20. 


Vis micrométrique. Déviations de l'aiguille. 


1- 5 0. 

6 Impulsion légére............ a gauche 

15 Sort du champ............. » 

20 Impulsion de 150........... » 

21 » 50..,............ » 

22 | PR EE EE EE EEE EE oO 

23 Impulsion de 40..... . à droite 
2- 2 » 250.............. » 

4 » 80............... » 

5 Ore soon soso sesee 0. 

9 Impulsion de 150........... à gauche 

12 » 100... p 

13 » 50.......,.... » 

14 (+ crc ccccresrerccvnevevces 0. 

15 Be à droite 
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TABLEAU X. 


On ajoute 20 morceaux de fer semblables, en tout 4o. 


Vis micrométrique. Déviations de l’aiguille. 
1- 5 0. 
6 Impulsion de 50............ à gauche. 
15 Sort du champ............. » 
20 Impulsion de 300.........-. » 
22 » 150......,....... » 
23 » 50............... » 
24 One cee cccrccccvcsccccceees 0. 
2-4 Impulsion de 200........... à droite. 
6 » 180........,..... » 
8 » RP » 
9 » 60............... à gauche. 
1 4 » 150... » 
16 De eee eevee ee eeees » 
17 » légère. ........... » 
18 Ones sssosososss soso 0. 
etc. 


De l’examen de ces trois tableaux et de leur comparaison avec les 
résultats déjà obtenus, ressort immédiatement le fait suivant : la pre- 
sence du fer doux augmente la durée qui sépare les deux premiers zé- 
ros, et cela d'autant plus qu’il y a plus de fer, mais paraîtsans influence 
sur la distribution des zéros suivants. En effet, tandis que la durée de 
la première branche de courbe était marquée par 124 divisions de la 
vis lorsqu'il n’y avait pas de fer, elle l’est par 16 quand il y a 10 mor- 
ceaux de fil, par 17 avec 20, et par 19 avec 4o; ou, en convertissant en 
secondes : 0°,0001 12 sans fer, 0°,000144 avec 10 fils, 0°,000153 avec 20, 
et 0°,000171 avec 40. 

Quant aux intervalles qui séparent les zéros suivants, on les voit tou- 
jours correspondre à un nombre moyen de 8 4 divisions, qu’il y ait ou 
non des fils dans la bobine. 


Détermination de la valeur des différences de potentiel aux extrémités du 
fil induit. 


C'était là, si l’on veut bien s’en souvenir, le but primitif que je m’é- 
tais proposé. Je l’ai abandonné un instant pour l’étude du phénomène 
31. 
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oscillatoire au point de vue du temps, d’abord à cause de l'intérêt même 
de cette étude, ensuite parce qu’elle m’a conduit à des perfectionnements 
successifs du dispositif expérimental, que je n’ai arrêtés que quand les 
expériences ont pris la netteté dont on a déjà pu juger par les quelques 
tableaux rapportés plus haut. Or j'estime, et l’on s'en convaincra quand 
on aura vu les résultats qui vont suivre, que toute méthode expérimen- 
tale de mesure des tensions induites à l’état de circuit ouvert, qui n'a 
pas misneltement en évidence le phénomène oscillatoire, n’a pu fournir 
que des chiffres dépendant absolument du nombre de circonvolutions 
de la courbe saisies à chaque instant, chiffres devant par conséquent 
être rejetés. 

Lorsque je commençai ces mesures de quantités, je fus assez long- 
temps arrêté par une particularité qui se présenta sous la forme sui- 
vante : Je me servais exclusivement de la bobine à 13860 tours, la seule 
que j’eusse alors à ma disposition; or, quand je traçais les courbes 
représentant les données successives de l’électromètre à tous les instants, 
je trouvais toujours une dissymétrie en faveur d’un côté ou de l’autre 
de l'axe des temps, dissymétrie d'autant plus marquée, que les diffé- 
rences de potentiel étaient plus considérables. Après bien des recher- 
ches, je fus conduit à en chercher la cause dans l’electrometre lui- 
même, et à voir si une même différence de potentiel ne pouvait pas se 
traduire par des déviations différentes, selon la valeur absolue de l’un 
de ces potentiels. C’est dans le même temps que j’eus connaissance de 
la formule de M. Mascart, et que, tout en la vérifiant, je me dressai les 
Tables que j'ai en partie rapportées plus haut, et qui devaient lever la 
difficulté qui m’arrétait. Cette difficulté a eu pour résultat de me per- 
mettre d'établir le fait suivant : Quand une bobine induite est formée 
d'un seul fil, dont un des bouts est dans la profondeur de l’enroule- 
ment, tandis que l’autre en occupe l’extérieur, le premier bout reste 
constamment à un potentiel à peu près nul, et le bout extérieur seul 
prend des potentiels successifs égaux, par conséquent, à la différence 
même constatée entre les deux. 

C'est pour vérifier ce fait que j’ai dressé avec soin les Tables ana- 
logues à celle de la page 218, et c’est pour avoir des résultats concor- 
dants que j’ai imaginé de charger l'aiguille successivement au même 
potentiel positif ou négatif ; la demi-somme des déviations obtenues 
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représente alors, ainsi qu'il résulte de la formule de M. Mascart et 
que je l’ai vérifié, la vraie différence de potentiel, et de plus les chiffres 
obtenus chaque fois, comparés à ceux de la page 218, renseignent sur 
les valeurs absolues des potentiels, en ce sens que, si l’un des pôles ale 
potentiel zéro, les deux nombres obtenus seront chaque fois ceux des 
lignes 2, 3 du tableau précité. 

Voici un extrait d'expériences faites sur ce sujet (a juin 1876). La 
pile de charge était formée de 50 éléments zinc-cuivre-eau bouillie, 
constitués par des flacons à large col de 4o centimètres cubes environ 
chacun: les soudures reposaient, comme dans la disposition ordinaire 
dite à Zasses, sur les cols soigneusement vernis de deux flacons consé- 
eutifs ; les 20 éléments Daniell d’essai donnaient une déviation de 175 
de chaque côté, du moins quand leur milieu était relié au sol, comme 
on va le voir. 


Essai préalable avec les 20 Daniell. 


Pôle positif des Daniell au sol; * 
Charge de l'aiguille positive ; équilibre de l'aiguille : 140 à gauche ; 
Charge de l'aiguille négative; équilibre de l'aiguille : 210 à droite. 


Moyenne : 175. 


Milieu des Daniell au sol; déviation de l'aiguille à l'équilibre : 175 a droite ou 
a gauche, selon le signe de la charge. 


Voici maintenant les résultats obtenus avec la bobine ; les déviations 
ne sont plus ici simplement des impulsions, comme dans les tableaux 
du Chapitre précédent, mais des positions d’un équilibre maintenu assez 
longtemps stable, surtout dans les endroits peu éloignés des maxima, 
les seuls que je donnerai. 


Tapıeau I. 
Charge Deviation 
Vis micrométrique. de l'aiguille. de l'aiguille à l'équilibre. Moyennes. 

| — 160 a gauche. . 
1-10 . 135 

+ 110 à droite. 

, \ — | 250 à gauche. 
1: ; 
À + 158 à droite. 204 
\- 86 a droite. g 
9 (+ 110 & gauche. I 
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Tapıeau I (suite). 


Pour m’assurer que ces résultats ne tiennent pas à une dissymétrie quelconque des appa- 
reils, jintervertis les attaches des extrémités du fil induit avec le disjoncteur. 


Charge Diviation 
Vis micrométrique. de l’aiguille. de l'aiguille à l'équilibre. Moyennes. 
— 85 à gauche. = 
19 + 110 à droite. 97 +9 
20 — 100 à gauche. 120 
j + 140 à droite. 
| | — 120 à gauche. 
2 + 180 à droite. 130 
| \ — 150 à gauche. 
23 | + 240 à droite. 195 
> 0 | — So à gauche. 120 
-- 160 à droite. 
| — 140 à droite. ~ 
4 . 125 
+ 110 à gauche. 
= — 180 à droite. 
5 150 
+ 120 à gauche. 
— 72 à gauche. . 
re | + 100 à droite. 86 
| — 110 à gauche. 
12 | + 170 à droite. 140 


Si l'on examine les différents couples de nombres de ce tableau, on 
y voit une concordance complete avec ceux des expériences numéro- 
tées 2, 3, dans le tableau de la page 218, lesquels se rapportent, comme 
on sait, au cas d'un pôle au sol. Il ne paraît se produire quelques 
différences que lorsqu'on se rapproche des points zero, et la diffi- 
culté de maintenir l'aiguille fixe en ces endroits, où la différence de 
potentiel varie extrêmement vite avec le temps, explique très-bien ces 
divergences. Du reste, en admettant que, au moment où va se produire 
l’oscillation, je ne sois pas absolument certain si le bout noyé du fil ne 
prend pas une valeur fugitive et petite de potentiel, le tableau qui 
précède perinet d'affirmer que cette valeur est nulle, lorsque la diffe- 
rence de potentiel arrive non loin de ses valeurs maxima, ct à ces va- 
leurs. 

Ce fait, qui m'avait arrêté bien longtemps, ne surprit point du 
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tout M. Ruhmkorff, qui savait fort bien, m’a-t-il dit, que ses bobines 
non cloisonnées, c’est-à-dire non symétriques, présentent, pour me 
servir de ses propres expressions, « un pôle zéro et un pôle ten- 
sion ». La même chose me fut dite par M. Edm. Becquerel, vice- 
président de la Société de Physique, après une communication que 
j'avais faite à la Société d’une partie des résultats de ce travail. Je l'ai 
retrouvé aussi dans toutes les études faites avec les premiers appareils 
de M. Ruhmkorff, dont l’enroulement était uniforme. « Quand on pré- 
sente à l'extrémité superficielle de la spirale induite un conducteur 
qui ne fait pas partie du circuit, on peut obtenir des étincelles à dis- 
tance. L’extrémité profonde de la spirale ne fournit jamais d’étincelle 
dans de pareilles circonstances. La tension électrique n’est donc pas la 
méme aux deux extrémités du fil; celle du bout superficiel est beau- 
coup plus considérable que celle du bout profond. Cette inégalité bien 
constatée est due à un phénomène de condensation. Les parties cen- 
trales de l’appareil constituent un condensateur dont la Jame isolante 
est représentée par le tube de verre placé entre les deux bobines, ct 
dont les armures sont, d’une part la spirale inductrice et la masse mé- 
tallique de l’électro-aimant (‘), d’autre part, les couches profondes 
de la bobine induite. On comprend ainsi comment l'électricité est con- 
densée sur les couches centrales du fil induit, et pourquoi la tension 
de l'extrémité superficielle de la bobine induite est très-supérieure à 
celle de son extrémité profonde (7). » 

C’est afin que je pusse mettre en évidence l'influence des dispositions 
d’enroulement du fil induit que M. Ruhmkorff eut la gracieuseté de 
me faire construire la seconde bobine dont j'ai parlé plus haut. 

Voici quelques résultats obtenus avec cet instrument dans l’ordre 
de faits qui nous occupe. 


(') Ces masses métalliques ne sont pas nécessaires pour produire l'effet en question, 
puisqu'il n’y en avait pas dans les expériences qui ont fourni le tableau I. 
(7) Gavannet, Traité d'électricité, t. Il, p. 305 (1858). 
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TABLEAU Il. 


Ja bobine induite est formée de deux bobines identiques réunies en une seule par la jonc- 
tion de leurs extrémités noyées dans la masse de l’enroulement. La bobine inductrice est 


à deux épaisseurs. \ 
Charge Deviation 
Vis micrométrique. de l'aiguille. de l'aigzille à l'équilibre. Moyennes. 
= 20 à gauche. 
ms | + 20 à droite. 20 
— 120 à gauche. 
19 2 . 120 
{+ 120 a droite. 
11 — 150 à gauche. So 
+ 150 a droite. 
\ — 96 a gauche. 
” ( +- 100 4 droite. 98 
13 — Oscillations, puis o. o 
+ » 
15 TT 136 à droite. 138 
+ 140 à gauche. 
T 4o à droite. 
à | + 50 à gauche. 45 
etc. 


On voit que le changement de signe de la charge entraine chaque 
fuis le changement de sens de la déviation, sans modifier sa valeur, 
preuve que les deux potentiels sont égaux et de signe contraire. 


TagLeau III. 


Les deux bobines constituant l'appareil d’induction sont reliées par leurs extrémités super- 
ficielles, de sorte que le système est encore symétrique, mais les extrémités libres du fil 
induit sont celles qui sont noyées dans la masse de l’enroulement. 


Charge Déviation 
Vis micrométrique. de l'aiguille. de l'aiguille à l'équilibre. Moyennes. 
| — 155 à gauche. 
- . 156 
rn (+ 157 à droite. 


Je me borne au premier maximum et, toutes les autres dispositions restant les mêmes, je 
remets le système dans l’état précédent. 


_ 160 à gauche. 


+ 160 à droite. 160 


Je fais communiquer au sol une des extrémités du fil induit. 


(| — 122 à gauche. 
I + 196 à droite. 
etc. 


158 
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On voit, par le tableau précédent, que la symétrie de disposition de 
la bobine induite entraîne la symétrie dans la distribution des poten- 
tiels; on voit de plus que le premier maximum atteint une valeur 
toujours la même, quelle que soit la disposition. 

Dans le cas d'une communication avec le sol, le pôle relié au sol est 
à zéro, l'instrument l'indique ; mais la différence de potentiel des deux 
extrémités reste encore la même. 

Les mêmes expériences furent répétées avec la mêmé bobine placée 
dans la deuxième disposition ; elles conduisirent au même résultat. 

Je les répétai également avec la bobine à 13860 tours (') : le pôle 
intérieur étant mis au sol, les résultats étaient absolument les mêmes, 
ce qui n’a rien d'étonnant; mais, lorsque j’y mettais le pôle extérieur, 
je constatais encore le même écart entre les déviations correspondant 
aux deux charges de l’aiguille. Seulement la supériorité était en sens 
inverse, c'est-à-dire que, si, dansle cas des extrémités libres, la dévia- 
tion la plus forte correspondait à la charge positive de l’aiguille par 
exemple, cela avait encore lieu lorsque l'extrémité noyée communi- 
quait au sol; mais, lorsque c’était l’autre extrémité qui était jointe à la 
terre, la plus forte déviation de l’aiguille était donnée par la charge 
négative, conséquence naturelle de la théorie de lélectromètre vue 
plus haut; et, dans tous les cas, la moyenne des deux déviations, 
qui, comme nous l’avons vu, mesure la vraie différence de potentiel, 
était toujours la même. 

Il paraît donc n’y avoir là qu'une affaire de capacité relative des 
différentes parties du fil, due au fait du voisinage des diverses spires, 
de leur situation réciproque. Danstous les cas, la différence de poten- 
tiel entre les extrémités du fil demeure indépendante du mode de dis- 
tribution des valeurs absolues de ce potentiel, et, quand on ne voudra 
mesurer que ces différences, on n’aura pas besoin de s’enquerir des 
valeurs absolues, à moins toutefois que les données de l’instrument de 
mesure ne soient, comme cela avait lieu dans le cas actuel, dépen- 
dantes à la fois et de ces différences et des valeurs absolues. 

Toutes les déviations qui vont suivre seront toujours corrigées de 


(*) C’est pour répondre aux bienveillantes observations de M. Jamin que j’insistai ainsi 
sur ces intéressantes conséquences du mode de construction de la bobine induite. 
Ann. de l’Éc. Normale. 1° Serie. Tome VI. — Juiicer 1877. 32 
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l'erreur de l'instrument, c’est-à-dire qu’on les ramenera à ce qu’aurait 
fourni l'instrument, si les deux potentiels dont elles doivent mesurer 
la différence avaient été égaux et de signe contraire. 

Cette correction sera faite tantôt par la méthode du changement de 
signe de la charge de l’aiguille, tantôt, cette charge n’étant pas modi- 
fiée, par les Tables de la page 218, où Je nombre des lignes 1 sera mis à 
la place de l’un ou l’autre de ceux des lignes 2 et 3, selon les indica- 
tions fournies par un changement de charge opéré au début. La charge 
conservée donnera, en général, les plus grandes déviations. 

On comprend maintenant que, grace à ces corrections, je n’aie eu 
besoin de tracer la courbe de graduation de l’électromètre que pour le 
cas de deux potentiels égaux et de signe contraire, auquel tous les 
autres se trouvent ainsi ramenés. 


Étude de la première branche de courbe. 


Je crois que les valeurs de la différence de potentiel qui forment la 
premiere boucle de la courbe que je me suis proposé d'étudier doi- 
vent avoir une intime relation avec les phénomènes de courant ou 
d’etincelle, sous lesquels on a coutume de manifester et d'utiliser le fait 
de l’induction électrodynamique. C’est à cause de cela que j'ai suivi 
tout spécialement cette marche première du phénomène, et que j'ai 
cherché à établir quelques-unes des lois qui la peuvent modifier. 

J'examinerai successivement l'influence du nombre des couches du 
til de la bobine inductrice, celle de l'intensité du courant inducteur; 
je donnerai aussi quelques chiffres qui montreront l'action puissante 
du fer doux sur l'intensité du phénomène. 


1° Influence du nombre des couches de fil de la bobine inductnce. — 
Il a été employé successivement les quatre bobines inductrices à une, 
deux, trois et quatre épaisseurs, décrites plus haut : le courant induc- 
teur était fourni par le Daniell moyen modèle, rempli a une hauteur 
de 8 centimètres. Sa résistance est 4°, 5; la résistance des différents fils 
de jonction, y compris le disjoncteur fermé, est o%,05; la bobine 
d'une seule épaisseur (résistance 0%, 216) étant en expérience, on met 
un Siemens au rhéocorde. Ainsi le courant inducteur a pour force 
électromotrice un Daniell, et pour résistance totale 5°, 760. 
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La déviation galvanométrique destinée à mesurer son intensité est 
70 d’un côté, 75 de l’autre, en tout 145; à chaque changement de bo- 
bine inductrice, il sera touché au rhéocorde, de façon à ramener cette 
intensité à la même valeur. 

Les 20 Daniell d'essai donnent à l’electrometre, leur milieu étant 
au sol, 5o de chaque côté, en tout 100. 

La bobine induite est celle de 13 860 tours. 


TaBLeAu IV. 


Ordonnées 
correspondantes 
Vis Déviations observées. Deviations corrigées de la courbe Valeurs 
micrométrique. | (maxima). et doublées. de l’électromètre. en Daniell. 


Bobine inductrice à une seule épaisseur. 


i- 5 0. 0 o o 
7 15 à droite. 30 30 6 
If 50 » 92 92 18 
20 75 » 140 140 28 
30 0. o o Oo 


Bobine inductrice a deux épaisseurs. 


[-10 50 à droite. 94 . gf 19 
15 130 » 226 236 47 
21 160 D 280 307 61 
26 130 » 226 236 47 
30 0. Oo 0 0 


Bobine inductrice a trois épaisseurs. 


1- 8 4o à droite. 76 76 15 
18 220 » 364 442 88 
21 250 » 404 520 104 
24 210 » 348 415 83 
30 0. oO 0 0 


Bobine inductrice à quatre épaisseurs. 


1- 8 50 à droite. 94 94 19 
21 340 » 520 750 150 
30 0. Oo 0 0 


J'ai appelé, dans ce tableau, deviations corrigées les déviations qui 
auraient été observées si la même différence de potentiel avait existé 


entre deux points de potentiels égaux et de signes contraires. Je les ai 
32. 
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doublées, parce que la courbe de graduation de l’électromètre, que je 
m'étais construite, se rapportait à la somme des déviations droite et 
gauche. Les 20 Daniell donnant 50 de chaque côté, c’est-à-dire une devia- 
tion double de 100, à laquelle correspond à l’électromètre une ordonnée 
égale à 100, les valeurs de la dernière colonne ont été déduites de celles 


.. oye . 20 _ 
de sa voisine par la multiplication par le rapport ——- 


Je n’ai donné, dans le tableau qui précède, que quelques nombres, 
bien fixes, et surtout les maximum. 

Si l’on jette les yeux sur les nombres qui expriment en Daniell les 
différences de potentiel observées, on est tout de suite frappé par leur 
grande valeur, eu égard à la faiblesse du courant qui les a produites. 
On voit, en outre, que les maxima ont lieu tous à peu près au même 
instant après la rupture, et l'on voit de plus, que les valeurs de ces 
maxima croissent beaucoup plus vite que proportionnellement au 
nombre de couches du fil constituant la bobine inductrice. On a, en 
effet, les nombres successifs 28, 61, 104, 150, dont les rapports sont 
comme 1—2,2—3,7—5,3, tandis que les épaisseurs de fils sont entre 
elles comme 1-2-3-4. 

Mais si l’on construit les courbes réprésentant aux instants successifs 
les differences de potentiel de lacinquième colonne, etqu’on estimel’aire 
comprise entre chacune d'elles et l’axe des temps, on trouve, pour les 
courbes correspondant aux séries que je viens de rapporter, le temps 6 
d'une division du limbe de la vis étant représenté par la même longueur 
qui, en ordonnées, représente 5 Daniell, sensiblement les quatre nom- 


bres suivants: 
go, 182, 300, 393. 


qui sont entre eux comme 1—2—3,3 et 4,3. 

Si l'on réfléchit à la difficulté que présentent à la stabilité d’équilibre 
de l'aiguille les points un peu éloignés des maximum, cette exactitude 
pourra paraître suffisante pour énoncer la loi suivante : 


Si l’on désigne par 0 la durée comprise entre le début du phénomène 
et l'instant où se produit le premier zero, par E la différence de poten- 
tel fonction du temps correspondant aux différents instants de cette 


6 
durée, l'intégrale { E dt est proportionnelle, toutes choses restant les 
3 | 
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mêmes, aux nombres de couches formées par les spires du fil de la bobine 
inductrice. 


Je dois ajouter que la différence que présentent les rapports précé- 
dents, 1—2—3,3— 4,3 avec les nombres 1, 2, 3, 4 qui exprimeraient ri- 
goureusement cette proportionnalité, différence que je crois de l’ordre 
des erreurs d'observation, s'est néanmoins toujours produite plutôt en 
plus qu’en moins; et pourtant, la bobine inductrice conservant toujours 
le même diamètre extérieur, les spires devenaient moins longues et 
s'éloignaient du fil induit, à mesure qu’elles appartenaient à une couche 
plus profonde, le fil inducteur ayant, on s’en souvient, ı millimètre de 
diamètre, plus la couche de soie isolante. 


2° Influence de l'intensité du courant inducteur. — J'ai déjà dit com- 
ment se mesurait l’intensité du courant inducteur et comment la peti- 
tesse des déviations du galvanomètre permettait de considérer comme 
rigoureuse la proportionnalité de cette intensité aux longueurs inter- 
ceptées sur l'échelle par le trait lumineux. 

Dans la série d'expériences que je vais rapporter, la bobine inductrice 
était à une seule épaisseur de fils; la bobine induite était celle de 
13860 tours. . 

La pile Daniell fournissant le courant inducteur était d’abord remplie 
de liquides à une hauteur de 4 ou 5 centimètres environ; et,le rhéocorde 
aidant, la déviation galvanométrique était amenée à 5o de chaque côté. 
L’intensité a été successivement amenée à 100 et 150 de chaque côté, 
c'est-à-dire doublée et triplée par des additions convenables de liquides 
dans la pile et à l’aide du rhéocorde. 

Les 20 Daniell donnent 150 de chaque côté à l’électrometre, quand 
leur milieu est au sol. Un intervertissement de charge de l’aiguille in- 
diquant que c’est la charge négative qui fournit les plus grandes dévia- 
tions, cette charge est laissée. 


254 L. MOUTON. 


T'ABLEAU V. 
Ordonnées 
correspondantes 

Vis Déviations Déviations corrigées dela courbe Valeurs 

micrométrique. observées. et doublées. de l’électromètre. en Daniell. 

Courant inducteur d'intensité 1. 

t- 7 0 o 0 0 

8 17 à gauche. 34 34 2 

12 112 » 196 203 12 

16 143 » 253 269 16 

20 160 » 27 303 18 

22 160 > 276 303 18 

24 139 » 239 252 15 

2-5 0. 0 o oO 
Courant inducteur d'intensité 2. 

I- 7 o 0 0 0 
10 120 à gauche. all 219 13 
15 244 » 396 504 30 
20 275 » 481 672 40 
22 291 » 464 638 38 
24 256 » 431 572 34 

2- 5 0. 0 o o 

Courant inducteur d'intensité 3. 

1- 7 o 0 0 0 
12 244 à gauche. 396 504 30 
16 392 » 563 840 50 
18 450 » 625 975 58 
20 500 » 662 1060 63 
23 500 » 662 1060 63 
24 410 » 580 ‘874 52 

2-5 0. . 0 0 o 


Les colonnes de ce tableau ont la mème signification que celles du 
tableau IV; par suite d’un accroissement donné à la pile de charge, les 
20 Daniell donnaient ici une déviation totale de 300; à ce chiffre cor- 
respond à la courbe de l’électromètre une ordonnée de 336. Les valeurs 


de la dernière colonne de droite ont donc été obtenues en multipliant 
les nombres correspondants de la colonne voisine par le rapport =. 
P 336 


Si l’on examine le tableau qui précède, on voit que les valeurs des 
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maxima sont encore loin de croître proportionnellement à l’intensite 
du courant inducteur. Ces valeurs sont en effet 18, 38 et 63, qui sont 
entre elles comme ı —2,1— 3,5. 

Si, prenant pour abscisses les temps, on construit, comme plus haut, 
la courbe dont les ordonnées seront les valeurs de la dernière colonne, 
on trouve sensiblement, la même longueur représentant en abscisses le 
temps d’une division du limbe de la vis micrométrique et en ordonnées 
la force électromotrice de 2 Daniell, les nombres 140, 281 et 428 pour 
les aires comprises entre ces courbes et l’axe des temps. Ces nombres 
sont entre eux comme |, 2, 3. 

Ainsi, pas plus que tout à l’heure, on n’entrevoit de relation simple 
entre les maxima et les intensités du courant inducteur; mais on peut 
énoncer la loi analogue suivante : 


Si l'on désigne par 6 le temps compris entre le début du phénomène 
et l'instant où se produit le premier retour au zéro, par E la difference 
de potentiel fonction du temps correspondant aux differents instants de 


6 
cette période, l'intégrale f Edt est proportionnelle, toutes choses res- 
0 


tant les mêmes, à l'intensité du courant inducteur. 


3° Influence du fer doux placé dans la bobine. — J'ai étudié plus 
haut, avec quelque développement, l'influence du fer doux sur la dis- 
tribution des zéros de la courbe des tensions. Je n’entreprendrai pas 
ici l’étude complete au point de vue des intensités, parce qu’elle mérite 
un travail spécial et que, comme on va le voir, les différences de po- 
tentiel prennent tout de suite des valeurs si considérables, qu'il serait 
nécessaire de modifier la sensibilité des appareils. 

Voici seulement un tableau, se rapportant toujours à la première 
branche de courbe : il a été dressé le même jour que celui qui précède 
(8 juin 1876); on pourra, par conséquent, l’en rapprocher. Le courant 
inducteur est fourni par le Daniell moyen rempli à 4 centimètres, et 
marquant 5o au galvanomètre; la bobine inductrice est à une épais- 
seur ; on y introduit ro morceaux de fil de fer de ı millimètre de dia- 
mètre, déjà employés. 
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TaBieau VI. 


Valeurs Valeurs 
Vis Déviations correspondantes Valeurs en Daniel] 
micro- Déviations corrigées de la courbe en sans fils 
métrique. observees. et doublees. de l’electrometre. Daniell. de fer. 
1- 7 0 0 o o o 
9 50 à gauche. 96 96 6 5 
12 230 » 376 465 27,5 12 
16 370 » 550 812 48 16 
20 380 » 560 832 49,5 18 
24 370 » 550 812 48 15 
2- 5 230 » 376 465 27,5 o 
8 150 n 260 278 16,5 Changement 
12 ho » “6 76 4,5 de signe, 
13 0. 0 o o etc. 


Si l’on jette les yeux sur les deux colonnes à droite de ce tableau, on 
voit d’abord le zéro se produire, dans celle qui se rapporte au cas des 
fils de fer, plus tard que dans l’autre, résultat déjà connu. 

Le maximum a lieu à peu pres au même instant dans l'une et dans 
l'autre, l’allongement de la courbe produit par le fer paraissant ainsi 
consister surtout dans un ralentissement de la chute au zéro. La diffé- 
rence des valeurs de ces maxima est frappante : l’une atteint presque 
50 Daniell, tandis que l’autre n'en dépasse pas 18. 

Mais une différence bien plus considérable encore se manifeste, si 


6 
l’on fait, dans les deux cas, l’integrale [ Edit, que nous avons été con- 
“0 


duit à considérer dans les expériences précédentes. Quand il n’y a pas de 
fils de fer, la valeur de cette intégrale étant représentée par le nombre 140 
l’est par le nombre 457, quand la bobine contient seulement 10 mor- 
ceaux de fil de fer, résultat du double allongement de la courbe, à la 
fois dans le sens de l’axe des abscisses et dans celui de l’axe des or- 
données. 


Tracé de six boucles de la courbe figurative des différences successives de 
potentiel que présentent les extrémités de la bobine induite ouverte. 


Je vais terminer l’exposé de ce travail par le tableau d’une des meil- 
leures séries d'expériences, dans lesquelles, sans modifier les condi- 
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tions du phénomène, je l'ai suivi aussi loin que me l’a permis l'excellent 
instrument que m'ont construit MM. Brünner. 

Afin de ne pas surcharger les colonnes du tableau qui va suivre des 
observations que porte mon cahier d'expériences, je ferai remarquer 
que l’équilibre de l’aiguille était assez difficile à maintenir pour les 
points avoisinant les zéros, ou d’une manière générale pour les points 
où la tangente à la courbe fait un angle un peu grand avec l'axe 
des temps, ce qui n’a rien de surprenant. Aussi mes Notes signalent, sur 
beaucoup de ces points, un mouvement oscillatoire de l’aiguille, qui 
finissait toujours par se renfermer dans un espace de 10 ou 20 divisions 
au plus de la règle où se faisaient les lectures; mais, dès que l’angle 
de la tangente avec l’axe des temps atteint les environs de 45 degrés, 
l'équilibre est tres-net, et les chiffres sont exacts à une division pres 
de cette règle. Dans les points incomplétement définis, j’ai mis le chiffre 
que leur assignait le tracé rectifié de la courbe. 


TasLeau VII. 


Ordonnées 
Vis ” Deviations correspondantes Valeurs 
micro- Deviations corrigées de la courbe en 
métrique. observées. et doublées. de l’électromètre. Daniell. 
(1) (2) (3) (4) (9) 
1- o Oo Oo 0 0 
2 Oo o o o 
4 O o 0 oO 
6 léger mouvement. » » » 
7 30 à droite. 60 60 7 
8 76 » 140 140 17 
10 110 » 196 202 25 
12 150 » 260 279 34,4 
14 200 » 33a 386 47,6 
16 220 » 360 436 53,7 
18 235 » 394 500 61,7 
20 230 » 380 472 58,2 
22 215 » 352 422 52 
24 160 » 274 298 36,8 
2- I 100 » 180 183 23,2 
3 40 » 76 76 9 
5 0 0 0 Oo 
7 67 à gauche. 146 146 18 
9 104 » 248 262 32,3 
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Tısıeau VII (suite). 


Ordonnées 
Vis Déviations correspondantes Valeurs 
micro- Déviations corrigées de la courbe en 
métrique. observées. ct doublées. de l’électromètre. Daniell. 
(1) (2) (3) (4) (2) 
11 123 » 308 348 43 
12 126 » 322 37a 46 
14 126 n 322 372 46 
15 124 » 318 364 45 
17 112 » 268 291 36 
19 72 » 160 162 20 
21 15 » 32 32 4 
23 50 à droite. 96 96 12 
3- 0 100 » 180 183 23,2 
2 150 » 260 279 31,4 
4 175 » 300 336 41,4 
6 170 n 288 318 39,2 
8 143 » 248 262 32,3 
10 70 » 128 128 16 
12 30 » Go u Go 7 
14 18 à gauche. do 40 5 
17 84 > 188 186 a3 
20 112 » 269 293 36,3 
22 113 » 271 294 36,8 
24 103 v 238 251 31 
f- 1 80 » 182 191 23,6 
3 44 » 97 97 12 
5 Oo » o 0 0 
7 5o à droite. 96 96 12 
10 110 » 196 202 25 
14 150 » 260 279 34,4 
16 145 » 250 265 32,7 
18 110 p 196 202 25 
22 20 » 40 40 5 
24 16 à gauche. 32 32 4 
5- 2 72 » 156 257 19,4 
7 105 » 242 256 31,6 
10 go » 200 206 25,4 
13 45 » 96 96 12 
16 40 à droite. 76 76 9 


Ce tableau a été dressé le 3 mai 1876; la bobine induite était celle à 
13860 tours; la bobine inductrice à deux épaisseurs de spire, sans fer 
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à l’intérieur. Le courant inducteur était fourni par le Daniell demi- 
grandeur, de résistance 4™,5; la résistance totale du reste du circuit, 
disjoncteur, rhéocorde, bobine inductrice, fils de jonction, était 1™, 5. 
La charge de l'aiguille de l’électromètre était positive, et les 20 Daniell, 
reliés aux quadrants et leur milieu au sol, produisaient une déviation de 
80 de chaque côté du zéro. Le temps correspondant à une division de 
la vis micrométrique était 0°, 0000045. 

Je n’ai rien à dire sur la formation de ce tableau. qui est analogue 
à ceux que j'ai déjà transcrits. Les 20 Daniell donnant une déviation 
de 80 de chaque côté, ou de 160 doublée, ce qui correspond à une 
ordonnée de 162 à la courbe de l’électromètre, les nombres de la 
dernière colonne de droite ont été obtenus en multipliant ceux de 

’ .. 20 
Vavant-derniére par le rapport —- 

Si, prenant pour abscisses les temps donnes par la colonne (1), on 
construit la courbe représentative des nombres de la colonne (2), c’est- 
a-dire des déviations observées de l'aiguille de l’électromètre, en pre- 
nant comme positives les déviations droites et négatives celles de 
gauche, on est frappé de la dissymétrie que présente cette courbe par 
rapport à l’axe des temps, toutes les boucles positives l’emportant de 
beaucoup sur les boucles négatives. 

C'est cette dissymétrie que je retrouvais toujours, et qu’il me sem- 
blait impossible d'admettre, en dehors même de toute espèce d’hypo- 
thèse sur la nature des phénomènes électriques, qui m’a conduit, 
comme on l’a vu plus haut, à en rechercher la cause dans la distribu- 
tion non symétrique du potentiel le long du fil, et l'influence de cette 
distribution sur les indications de l’électromètre. 

La courbe dessinée (fig. 10) a été dressée en prenant pour abscisses 
les temps, et pour ordonnées les nombres de la cinquième colonne du 
tableau précédent; elle représente, par conséquent, les valeurs succes- 
sives des différences de potentiel que présentent les deux extrémités 
de la bobine ouverte, quand est rompu le courant inducteur. 4 mi.li- 
mètre sur la ligne des abscisses représente un temps égal à 0°,0000045; 
la même longueur en ordonnées représente la force électromotrice 
de 1 élément Daniell. 


On voit que la diminution des maxima successifs n’est pas très- 
33. 
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rapide; cette diminution doit tenir, soit aux pertes, soit plutôt aux 
résistances de nature inconnue que doit éprouver le mouvement élec- 
trique, par suite desquelles, suivant la conception de M. Helmholtz ('), 
la force vive de ce mouvement doit se convertir peu à peu en chaleur. 


Fig 10. 





I] résulte de là que ce genre de mouvement, que j’ai déjà eu occasion de 
comparer, quant à son point de départ, avec celui du pendule balistique 
brusquement tiré du repos par le choc du projectile, peut lui être, aussi 
justement peut-être, comparé encore quant à sa durée et à son mode 
d'extinction. Conclusion, il est probable que le nombre des oscilla- 
tions est théoriquement infini, ce qui revient 4 dire qu’on en trou- 
vera d’autant plus qu’on les produira plus intenses et qu’on emploiera 
pour les observer des instruments plus sensibles. Et, en effet, dans 
mes premières expériences, en prenant pour pile inductrice 1 Daniell 
grand modèle, j’en ai compté jusqu'à 30, et la vingtième était encore 
marquée par une déviation de 160 à l'échelle de l’electrometre. 
L’instrument de MM. Brünner ne me permet pas d’aller au delà des 
six branches de la fg. 10, la vis micrométrique n'ayant pas un chemin 
plus long : ce sont les considérations que je viens de présenter qui 
m'ont fait sacrifier la poursuite du phénomène à l’accroissement de 


Cn eed 





(') Voir V Historique, plus haut, p. 202. 
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précision qui résulte toujours de l’emploi d’une vis micrométrique de 
peu d’étendue. 


RÉSUMÉ ET CONCLUSIONS. 


l. Au moyen d’un disjoncteur spécial, les extrémités d’une bobine 
induite ouverte ont été mises en relation avec les quadrants d’un élec- 
tromètre pendant des temps qui ont pu descendre jusqu’à 4 millio- 
nièmes de seconde, et dont l'instant était rapporté à celui de la rupture 
du courant inducteur, avec une approximation certaine du même ordre 
de grandeur. 

I. La machine électromagnétique de M. Gramme, employée comme 
machine motrice, a été accompagnée d’un régulateur permettant d’af- 
firmer que, pendant plus de quatre minutes, la vitesse du mouvement 
ne variait pas du centième de sa valeur moyenne. 

II. ll a été fait une étude complete de l’électromètre de M. Thom- 
son, dans le cas où les potentiels des quadrants sont comparables, 
comme grandeur, au potentiel de la charge de l'aiguille. 

Cette étude, éclairée par une formule empruntée à M. Mascart, a 
permis de constater, entre autres, les deux faits suivants : 

1° Pour une même différence de potentiel entre deux points reliés 
aux quadrants, la déviation de l'aiguille dépend de la valeur absolue 
de ces potentiels; si l’on fait communiquer alternativement ces deux 
points au sol, leur difference de potentiel demeurant la même, la 
moyenne des déviations obtenues est sensiblement égale à celle qu’on 
obtient quand les deux potentiels sont égaux et de signe contraire; 

2° Quelles que soient les valeurs absolues des potentiels des deux 
points lies aux quadrants, si l’on donne alternativement à l'aiguille 
des charges égales et de signe contaire par un intervertissement des 
pôles de la pile de charge, la moyenne des deux déviations obtenues 
est sensiblement égale à la déviation qu’aurait donnée l’instrument 
si les deux potentiels avaient été égaux et de signe contraire. 

De ce second fait il a été tiré la conséquence pratique suivante:il 
suffit d'établir une courbe de graduation de l'instrument au moyen de 
piles ouvertes à milieu relié au sol; une double mesure rapidement 
faite, au moyen d’un commutateur à bascule interposé entre la pile de 
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charge et l’aiguille, donne deux nombres dont les moyennes se rap- 
portent à la graduation établie; de plus, les valeurs relatives de ces 
deux nombres peuvent fournir d’utiles renseignements sur les valeurs 
absolues des potentiels mesurés, et ainsi ce qui pouvait paraître un 
inconvénient de ces charges, relativement faibles, présente, au con- 
traire, un nouvel avantage. 

Cette courbe de graduation a été dressée en suivant, au moyen de 
piles ouvertes, une marche tout à fait analogue à celle de la graduation 
du galvanometre par la lentille à secteurs de MM. de la Provostaye et 
Desains. Une batterie de 20 éléments Daniell soigneusement entre- 
tenus servait à éliminer les variations qui pouvaient se produire dans 
la sensibilité de l'instrument ('). 

IV. Ce travail a conduit aux conclusions suivantes (?) : 

1° Une différence de tension s’accuse entre les deux extrémités du 
fil induit, au bout d’un temps que je crois pouvoir affirmer moindre 
que 4 millionièmes de seconde, après la rupture métallique du courant 
inducteur. Le retard observé par M. Blaserna dans la production du 
courant d’induction, lorsque les deux bobines sont séparées, serait 
donc insensible quand la bobine induite recouvre immédiatement la 
bobine inductrice. 

2° Cette différence de potentiel va en croissant ; elle est de sens tel 
que, si les deux extrémités du fil induit étaient réunies par un conduc- 
teur, elle donnerait lieu au courant induit direct des théories ordi- 
naires de l'induction; il n’est pas douteux que ce serait elle qui pro- 
duirait tout ou partie de l’étincelle, dite d’irduction, au cas où les deux 
extrémités du fil induit ne seraient séparées que par une mince couche 
d'air, ou une colonne d’un gaz raréfié. 

3° Aucun phénomène d’étincelle ou de courant n'ayant pu se pro- 
duire, la différence de potentiel, après avoir atteint un certain maxi- 
mum, diminue, retombe à zéro puis change de signe, atteint un neu- 
veau maximum en-sens inverse, pour revenir à zéro, et se reproduire 
en sens inverse, elc.; en un mot, elle oscille de part et d’autre de zéro 
jusqu à ce qu’elle y retombe définitivement. 





(') Comptes rendus de l’Académie des Sciences, du 10 juillet 1876, p. 144. 
(7) Comptes rendus du 12 juin 1876, p. 1388. 
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4° Les temps qui séparent deux zéros consécutifs sont rigoureusement 
égaux, à l’exception du premier, toujours plus long. 

5° Ces temps diffèrent avec les bobines induites employées; mais, 
pour une bobine donnée, ils sont indépendants du nombre de spires 
qui composent la bobine inductrice et de l'intensité du courant induc- 
teur, du moins dans les limites où j'ai opéré. 

6° Si l’on met dans l’intérieur de la bobine inductrice des fils de fer 
doux, leur effet est d’allonger la première période seulement, les autres 
conservant la même valeur qu'auparavant. Ainsi la durée de cette pre- 
mière période a été portée, en prenant pour unité le millième de seconde 
que je désigne par ©, de 0°,110 à 0°,144, 0,153, 0°,171, par l'intro- 
duction de 10, 20 et 40 morceaux de fils de fer. 

7° La durée des oscillations isochrones paraît donc ne dépendre que 
de la bobine induite elle-même. Elle a été de 0°,076 pour une bobine 
formée d'un fil de cuivre de 2500 mètres de long et 4 de millimètre de 
diamètre; et de 0°,023 pour une seconde bobine formée d’un fil de 
cuivre de 1200 mètres ce long et 2 de millimètre de diamètre. Il est 
remarquable que ces durées sont entre elles comme les quotients de la 
longueur des fils par leur diamètre. Ce quotient serait ainsi une espèce 
de résistance à un flux électrique pareourant les surfaces, et dans 
laquelle le périmètre remplacerait la section de la résistance ordinaire 
de Ohm. | 

8° Lorsque la bobine induite est formée d’une seule partie, de sorte 
_que l’une des extrémités du fil se trouve à l'intérieur de la masse en- 
roulée et l’autre à l’extérieur, la première reste pendant toute la durée 
du phénomène à un potentiel à peu près nul; la différence mesurée re- 
présente ainsi tout entière le potentiel du pôle extérieur. Si la bobine 
est formée de deux bobines semblables, reliées soit par leur extrémité 
intérieure, soit par leur extrémité extérieure, les deux pôles libres ont 
à chaque instant des potentiels égaux et de signes contraires. 

9° L'appareil d’induction restant le même, si l’on change l'intensité 
du courant inducteur, les valeurs du premier maximum, le seul dont 
je me sois occupé dans ce cas, croissent plus vite que proportionnelle- 
ment aux intensités du courant inducteur; mais, si l’on considère les 


valeurs des intégrales [ Edi, où E désigne la différence de potentiel 
0 
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fonction du temps et 6 le temps compris entre le début et le premier 
zéro, ou, ce qui revient au même, les aires de la première boucle de la 
courbe générale, ces valeurs sont exactement proportionnelles aux in- 
tensités du courant inducteur. 

10° L’intensité du courant inducteur restant la même, les valeurs du 
premier maximum croissent plus vile que proportionnellement aux 
nombres de couches de spires composant la bobine inductrice; mais 


0 
les aires | Edit leur sont encore proportionnelles. 
oO 


11° L'introduction de quelques morceaux de fils de fer dans la bo- 
bine inductrice augmente dans une énorme proportion la valeur du 


6 
premier maximum, et surtout celle de l'intégrale { Edt. 
oO 


ı 2° Les maxima successifs vont en diminuant d’une maniere rela- 
tivement assez lente; il est probable que le nombre des oscillations est 
thévriquement infini, ce qui revient à dire qu’on en observera d'autant 
plus qu’on les produira plus intenses et qu’on emploiera des instru- 
ments de mesure plus sensibles. J’ai pu en compter plus de trente au 
début de ces expériences. J'ai déterminé avec soin, point par point, 
dans des circonstances bien spécifiées, les six premières boucles de la 
courbe générale. 


DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES 


DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES 


ET 


DE LEURS PUISSANCES, 


Par M. Désiré ANDRE, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE. 


INTRODUCTION. 


§ I. — Objet du présent Mémoire. 


1. Les fonctions elliptiques A(z), (x), v(x), ainsi que leurs puis- 
sances d’exposant entier et positif, peuvent être développées en séries 
ordonnées, suivant les puissances croissantes de x. 

Dans ces développements, les coefficients des diverses puissances 
de x sont des polynômes entiers par rapport au carré d’une certaine 
indéterminée &. , 

Dans les polynômes, convenablement ordonnés, que présente un 
même développement, le coefficient de la puissance de £? qui occupe 
une place fixe est une fonction de l’exposant correspondant de x. 

Former les développements considérés revient évidemment, pour 
chacun d'eux, à former cette fonction : c’est ce dernier probleme que 
nous nous proposons de résoudre. 
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§ II. — Ordre suivi. 


2. Ce Mémoire contient trois Parties : 

D’abord une étude des dérivées d’ordre pair des fonctions ellip- 
tiques et de leurs puissances, c'est-à-dire des fonctions À" (x), u"(z), 
y™(a), dont l’exposant x est un nombre quelconque, entier et positif 
susceptible de se réduire à l’unité ; 

Ensuite une étude des développements de ces mêmes fonctions, 
suivant les puissances croissantes de la variable x, les coefficients de 
ces différentes puissances étant ordonnés, non pas par rapport aux 
puissances de #?, mais d’une autre façon qui se présente d'elle-même 
dans nos recherches; 

Enfin une étude de ces mêmes développements, les coefficients étant 
ordonnés cette fois par rapport aux puissances de &’. 


3. Dans la première Partie : 

Nous montrons que les dérivées d’ordre pair des fonctions A" (x), 
u” (a), v"(z) sont des polynômes entiers en A(x), u{x), v(a) respecti- 
vement. | 

Nous ramenons l'étude des dérivées de ces trois fonctions à celle des 
dérivées d'ordre pair de la puissance r“”* d’une fonction unique + (x) 
qui satisfait à l'équation différentielle 


Nous donnons le moyen de former ces nouvelles dérivées à l’aide 
d’un triangle dont chaque ligne horizontale renferme les coefficients de 
la dérivée correspondante, ordonnée suivant les puissances croissantes 
de (x). 

De ce mode de formation, nous déduisons et la forme de ces coeffi- 
cients, qui sont des polynômes entiers spontanément ordonnés par 
rapport a ©, et l'expression du terme général de ces derniers polynômes 
en fonction de ce que nous appelons les chemins ternaires. 

A l'aide de chemins nouveaux, dits chemins binaires, nous obte- 
nons, pour ce même terme général, une expression nouvelle, analogue 
a la précédente, mais beaucoup plus simple. 
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De cette dernière expression nous tirons la fonction génératrice de 
. notre terme général, et nous constatons que cette fonction est une frac- 
tion rationnelle dont le dénominateur s’ecrit immédiatement. 

Enfin, de cette fonction génératrice, nous concluons que le terme 
général de nos polynômes en © est, en même temps, celui d’une série 
récurrente proprement dite; nous faisons connaître l’équation et l’ordre 
de cette série: nous tirons de cette équation l'expression analytique de 
notre terme général, et nous indiquons le procédé à suivre pour déter- 
miner les constantes contenues dans cette dernière expression. 


4. Dans la seconde Partie: 
Nous déterminons la forme des développements en séries des fonc- 
tions A(x}, w™(ax\, v"(a), et montrons que l’on peut écrire, d’une part, 


ar ej == A a ial A‘) y _ Ae a | 
et, de l’autre, 
p(x)= BY” — BY > z po? i — RB + . 
viz) = CC = = Le? a — co) 2 + 


Nous expliquons comment les coefficients A, Bi", C™ se peuvent 
déduire des dérivées d’ordre pair des fonctions A" (a), u" (x), v* (x). 

Nous indiquons un procédé permettant de calculer ces coefficients à 
l’aide de triangles analogues à ceux de notre première Partie. 

Nous déduisons de la considération de ces triangles l'expression de 
ces coefficients à l’aide des chemins ternaires. 

Ces coefficients se présentant sous la forme de polynômes ordonnés 
spontanément, mais non pas par rapport aux puissances de #?, nous 
exprimons, à l’aide des chemins binaires, le terme général de l’un 
quelconque de ces polynômes. 

De cette expression, nous déduisons la fonction génératrice de ce 
terme général, et nous voyons qu’elle est toujours une fraction ration- 
nelle dont le dénominateur s’écrit immédiatement. 

Enfin, de cette fonction génératrice, nous concluons que notre terme 
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général ‘est aussi celui d’une série récurrente proprement dite; nous 
donnons l'équation et l'ordre de cette série; de l'équation nous tirons 
l'expression analytique de notre terme général, puis nous indiquons 
le moyen de déterminer les constantes contenues dans cette dernière 
expression. 


5. Dans la troisieme Partie: 
Nous posons 


(x) __ (x) (*) 12 ı Ce) pg, (2) pai 
À, Le + 2, h? -- ay ie he 4-2. ., 


et déterminons l'expression de «°° en fonction de q, l’indice ¢ étant 
supposé constant. 


Nous posons de méme 


BOO =: Br) + BO ht BN A... + BOW, 


9 


a 


et déterminons l'expression de en fonction de q, l'indice ¢ étant 


supposé constant. 
Arrivés à C!”, nous constatons qu’il n’y a pas lieu de le développer 


suivant les puissances croissantes de &?; nous posons donc, en ordon- 
‚ nant par rapport aux puissances décroissantes, 


s(n) (=) (x) pag (x) (x) ae 
C, = 90 A+ Ye let Ru PULLS Hess + yo AA +..., 


et nous démontrons que y!” est juste égal à 6". 


Enfin nous constatons que l'expression analytique des trois fonc- 


tions al, Bi. 7\", abstraction faite des valeurs numériques des con- 


stantes, est absolument la même pour ces trois fonctions : nous écrivons 
cette expression analytique, nous remarquons que chacune des fonc- 


° ® (=) (x) » , 
tions a, Bi 75, est le terme général d’une série récurrente propre- 


ment dite; nous donnons l'équation ainsi que l’ordre de cette série, 
nous montrons de quelle manière on en peut former la fonction géné- 
ratrice, et nous rappelons le procédé à suivre pour déterminer les 
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constantes qui se présentent, soit au numérateur de cette fonction géné- 


ratrice, soit dans l’expression même des coefficients an, a , Yu . 


§ III. — Méthode employée. 


6. Nous ne pouvons, en quelques mots, décrire notre méthode : ce 
qui précède sur l’ordre suivi par nous en donne une première idée, que 
la lecture du Mémoire peut seule rendre complète. Nous dirons cepen- 
dant que cette méthode nous paraît toute nouvelle; qu’elle procède 
surtout par examen immédiat, par énumération, par considération de 
chemins; qu’elle se rapproche bien moins des méthodes de l’Algèbre 
que de celles de l'Analyse combinatoire. 


§ IV. — Travaux antérieurs. 


7. Comme nous l’avons déjà dit, nous nous sommes proposé de 
trouver l'expression explicite des coefficients af”, Bi"), y” en fonction 
de g, l'indice 3 étant supposé constant. 


8. Bien que les fonctions elliptiques aient été l'objet des recherches 
les plus nombreuses et les plus profondes, ce problème n'a pas, que 
nous sachions, reçu de solution antérieure à la nôtre. 

Les seuls travaux antérieurs où l’on ait résolu, non pas le problème 
général que nous considérons, mais seulement un cas très-particulier 
soit d’un probleme analogue, soit de ce problème lui-même, sont des 
plus récents : on les doit à F. Didon, ancien professeur à la Faculté des 
Sciences de Besançon; à M. C. Moreau, capitaine d'artillerie à Calais; 
à M. Hermite, membre de l’Institut. 


9. Les résultats obtenus par F. Didon ont paru dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques, au mois de mars 1872, sous la forme d’une 
question dont on demandait la solution. 

Dans l’énoncé, F. Didon considère l’équation différentielle 


du 


= yı+ au’ + bu, 
Ux 
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qui définit une fonction impaire u, si l’on donne u = o pour æ = 0. 
Il suppose cette fonction développée suivant les puissances croissantes 
de x; il fait observer que, dans ce développement, la (27 + 1)!*™* puis- 
sance de x est multipliée par un polynôme en a et 6, homogene et du 
degré n; puis il considère, dans ce polynôme, le coefficient de a"-‘b et 
celui de a"-*b*,en donne les expressions et demande qu’on les démontre. 

Cet énoncé ne convient qu’à la seule fonction À (x); dans son déve- 
loppement, il regarde les polynômes qui multiplient les différentes 
puissances de x comme ordonnés par rapport à une quantité analogue 
a notre ©, mais non point par rapport à 4’; il ne donne que l’expres- 
sion des deux premiers coefficients; en un mot, il ne résout qu'un 
cas très-particulier du problème résolu dans notre seconde Partie. 

Bien que nous ignorions absolument la méthode suivie par F. Didon, 
la façon dont il a disposé ses résultats ne nous permet point de penser 
qu’il ait connu l’expression générale des coefficients considérés par lui. 

Quoi qu’il en soit, ses résultats sont les premiers en date et, malgré 
leur défaut de généralité, ils nous paraissent fort remarquables. 


10. M. C. Moreau a résolu, et semble avoir été le seul à résoudre la 
question posée par F. Didon. Sa solution a été insérée dans les Nou- 
velles Annales, au mois de janvier 1896. 

Par une méthode purement algébrique, fondée sur la considération 
des fonctions génératrices, M. C. Moreau parvient aux expressions 
données par F. Didon, et, en outre, à celle du coefficient suivant. Mais 
il dispose ses résultats comme F. Didon, et, par suite, ne nous semble 
point connaître la forme générale des coefficients qu'il considère. Sa 
méthode d’ailleurs conduit à des calculs si longs et si compliqués, dont 
la longueur et la complication croissent si rapidement à mesure qu’on 
avance, que nous ne pensons pas qu’on puisse, en la suivant, parvenir 
à cette forme générale. Il faut reconnaitre toutefois que, malgré ses 
défauts, cette méthode est extrêmement ingénieuse. 


11. M. Hermite est le premier qui, dans cette étude des coefficients, 
ait considéré les polynômes qui multiplient les puissances successives 
de x comme ordonnés par rapport aux puissances de #? : il les a sup- 
posés ordonnés par rapport aux puissances croissantes; ct, dans une 


DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 271 


lettre insérée au Journal de Crelle, en février 1896, il a donné, parmi 
beaucoup d’autres beaux résultats, les expressions des coefficients de 
k’, de k* et de &* dans les polynömes que présentent les développe- 
ments des trois fonctions elliptiques. Ces expressions n'avaient jamais 
été publiées par personne. Elles sont disposées de la manière la plus 
conforme à la loi générale. Par malheur, notre illustre géomètre n’in- 
dique point la méthode qu’il a suivie pour y parvenir et ne fait point 


connaître la forme générale des coefficients des diverses puissances 
de #*. | 


12. En résumé, si remarquables qu'ils soient, les travaux antérieurs 
aux nôtres ne donnent que des résultats très-particuliers : ils laissent 
absolument intact ce problème de la forme générale des coefficients 
qui est l’objet principal du présent Mémoire. 


PREMIÈRE PARTIE. 


DÉRIVÉES D'ORDRE PAIR. 





CHAPITRE I. 


FORME DES DÉRIVÉES. 
§ I. — Dérivées d'ordre quelconque. 


13. Les trois fonctions elliptiques A(x), u/x;, v/x) satisfont res- 
pectivement aux trois équations différentielles 


di ; ‘ i .2 ?_:_ gpd DA 
(2) rie BI RR, 


= (1- Pi +)" — ut, 
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desquelles on déduit immédiatement, par dérivation, les trois nouvelles 
équations 


— = —(1+#2)1+ 2h98, 

7h = (ke — 1u—2hp, 
2, 

= (2 — kKiv — on. 


14. Ces équations nous montrent : 

D'abord que les dérivées d’ordre pair des puissances entières et posi- 
tives des fonctions À, u, v sont toutes des polynômes entiers par rap- 
port à ces fonctions et complétement déterminés par les équations pré- 
cédentes : en effet, A", par exemple, a sa dérivée seconde entière par 
rapport à À, et il en est de même de toutes ses dérivées d'ordre pair, 
puisque la dérivée seconde d’un polynôme entier en À se compose de 


. . sr. y di\? , 
deux polynômes entiers en ), multipliés l’un par (52) et l’autre 


ar IA 
P dx?’ 


Ensuite, que les dérivées d’ordre impair de ces puissances de À, p, v 
sont toutes irrationnelles par rapport à ces fonctions, et incompléte- 
ment déterminées par les équations précédentes : en effet, les dérivées 
d’ordre impair de A”, par exemple, sont toutes formées d’un polynôme 


entier en À multiplié par l’irrationnelle LE et elles ne sont complé- 
tement déterminées que si l’on donne le signe de cette irrationnelle. 


15. Nous ne nous occuperons que des dérivées d'ordre pair. 


§ II. -- Dérivées d'ordre pair. 


16. Supposons un polynôme entier, en À, par exemple, et ne renfer- 
mant que des puissances impaires de À. Dans sa dérivée seconde, le 


. 10, ‘dx\°? | . . . 
polynöme multiplie par (ae) ne contient que des puissances impaires 


. Te d? . ; 
de À, et le polynôme multiplié par os que des puissances paires. 


Comme (2“)’ est une fonction paire el TA une fonction impaire, 
dz da?’ 
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cette dérivée seconde est un polynôme entier en À ne contenant, comme 
le polynôme donné, que des puissances impaires de À. Il en est de 
même pour toutes les dérivées d’ordre pair du polynôme donné, et. en 
particulier, pour toutes les dérivées d'ordre pair des puissances im- 
paires de A. Comme nos raisonnements s'étendent d’ailleurs immédia- 
tement aux fonctions u et v, nous pouvons écrire 








dis }2P+1 (2 
—_. p (p+!) (2p+1) (PH) 5 
dx — L.. À -t- L,, 2 + Lo À To... 
dus (3 

i pei) (2p+-.) (2p+-1) 
We — =M, Pr M,, pe + M, L° + N 
dein _ 5 

vr Orr y (2p+1) 


17. Des raisonnements tout à fait analogues aux précédents nous 
montreraient que toutes les dérivées d’ordre pair des puissances paires 


de À, x, v sont des polynömes entiers, ne contenant que des puissances 
paires de ces fonctions. Nous pouvons donc écrire 








dt)? ; , 
= = LPP) + LP + LP) + 
a4 yy? 

I = M? + + MP) pe + MP) ule. 
34 y 2p 

Zr — Ne + N° + New y 


CHAPITRE IL 


INTRODUCTION DE LA FONCTION 4(-). 


— 


N L — Propriétés de la fonction o!x:. 


18. Nous désignons par (a) une fonction de = satisfaisant à l’é- 
quation 


do 
(a) =O +Vp + Go, 
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et, par suite, à l’équation 


LR 


de =V9+ 2G9', 


qui se déduit de la précédente par dérivation. 


19. Par des raisonnements analogues à ceux du Chapitre précédent, 
nous verrions que les dérivées d’ordre pair de +"(x) sont des poly- 
nômes entiers en 9, parfaitement déterminés, tandis que les dérivées 
d'ordre impair sont des fonctions irrationnelles de y, imparfaitement 
déterminées. 


20. Nous verrions de même que les dérivées d’ordre pair de 9*(2) 
sont des fonctions de x impaires ou paires, suivant que l’exposant x est 
lui-même impair ou pair, de façon que nous avons 








da 2p+1 \ p+ p+! 
ds Fr + Fe gt + FN ps 
19 o#P 

D HFG TEM Gt +R GH +... 


§ II. — Emploi de la fonction 9(z). 


21. Les coefficients ©, ©, ¢ étant indéterminés, il est bien clair que 
les six équations (13) du Chapitre précédent sont contenues, comme 
cas particuliers, dans les deux équations (18) du Chapitre actuel. Mais 
les dérivées d’ordre pair des fonctions A*(a), u™(a), v"(x) ne dépen- 
dent (14) que des six premières équations, den même que les dérivées 
d'ordre pair de 9" (x) ne dépendent que des deux dernières. Ces deri- 
vées-là sont donc contenues dans ces dérivées-ci comme cas particu- 
liers. 


22. Il nous suflit, par conséquent, d'étudier les dérivées d'ordre pair 
de p"(x) : c’est ce que nous allons faire. Quant au passage de ces déri- 
vées des puissances de 9 à celles des puissances de À, p, v, il n’y aura, 
pour l’effectuer, qu’à remplacer, dans tous nos résultats, 


9» D, v, Gy F, f 
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respectivement par 


A 1, —(1+), MR, L, J, 
du, 1—F, ah? —1, —k?, M, m, 


v,k?—1, 2—kh?, —1, N,n. 


CHAPITRE II. 


CALCUL DES DERIVEES D’ORDRE PAIR. 


§ I. — Puissances impaires de 9(z). 
23. Nous avons posé (20) 


d? p+! 
dx? 





=F g + Fr 4 Fr"... 


Ii s’ensuit que le calcul de la dérivée d’ordre 2q de la fonc- 
tion 9°*' (a) revient à celui des quantités 


(2p+1) (2p+1) (2p+1) 
F,. N Fo ’ F ; 


24. Pour calculer ces quantités, considérons la dérivée d’ordreag—2. 
D'après ce qui précède, nous avons 


dt gir! 2p-+l : 
Ta =), Rr pH 
Il en résulte 4 
2g—1 gett 3 
— =2y (2r+1) Fr gr , 
et par suite 


2p+1 dœ\? — 
me du ar cot + (D rare 
35. 
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et, enfin, 





as" =) (2r- 1) Fr er) Dp"-'+ (ar+1)0 qu + (ar + 2) Gor]. 
Cette dernière égalité, comparée à celle qu’on a écrite (23), nous 
donne la relation 


Fort) =: (ar—1) (ar) G FC) +(ar+1) © FO + (2r +2)(ar+ 3) OF 


g—1or—1 —1,r4+1? 
qui lie entre elles les quatre quantités 


(2p+1) (2p+1) (2p+1) (2p+1) 
F,, Fr ’ Four ’ Foret ’ 


et qui, nous fournissant la première à l’aide des trois autres, nous 
permet de calculer les F}'’*" à l’aide des F°#*". 


25. Mais, avant de procéder à ce calcul, nous pouvons tirer de cette 
relation le nombre des termes de la dérivée d’ordre 2g de la fonc- 
tion p*P+t(x). 

Cette formule nous montre, en effet, que, si g — 1 est inférieur à p, 
il s’introduit deux termes nouveaux quand on passe de la dérivée 
d'ordre 2g — 2 à la dérivée d'ordre 2g, mais qu'il ne s’en introduit 
qu’un seul dans tous les autres cas. 

Par suite, le premier terme de cette dernière dérivée contient © avec : 
l’exposant 2(p— g) +1 ou l’exposant 1, suivant que g est inférieur 
a pou qu'il lui est, soit égal, soit supérieur. Le dernier terme contient 
toujours 9 avec l’exposant 2(p + g) +1; donc, lorsque q est inférieur 
à p, le nombre des termes de la dérivée est 2g +1, et, dans tous les 
autres cas, il est p+ 9 -+ 1. 

On a donc 


a4 p+! + 
a: —- FOP+) oars 
dr’ r gr ? ’ 


ri 


la limite inférieure 7’ étant égale à p — q si p est plus grand que g, et 
a zéro dans tous les autres cas. 
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26. Revenons au calcul des quantités F2", FOr), FÜ", ..., et 


D D ’ 
formons un tableau de ces quantités, en cette e sorte. ” 
Fr» 
FO Hase FO, 
Fr? Fort) For) Fore) Fer, 
een vos nreeeesne vec 
Fe are a Fe peep ile aie ARE °° peg? 
BR Fee Ree Per Reece Fee Bape Fra 


La relation précédente (24) nous montre que, dans ce tableau, 
chaque terme F’’?*" d'une ligne horizontale se déduit des trois termes 


les plus voisins de la ligne horizontale immédiatement supérieure par 
l'opération suivante : 
On multiplie : 


Le terme à gauche au-dessus par. ..... (2r—1)(2r)G 
Le terme verticalement au-dessus par.... (2r+1)?0 
Le terme à droite au-dessus par... ..... (2r-+ 2)(2r-+-3)® 


puis on ajoute les trois produits obtenus. 


27. On peut méme donner au calcul une disposition telle, que le 
calculateur soit dispensé de se préoccuper des indices des quantités F. 

Considérons, en effet, deux lignes horizontales quelconques, mais 
consécutives, du tableau précédent. Au haut de la colonne verticale 
remplie par les F dont le second indice inférieur est r, marquons le 
nombre impair 27 +1, et faisons de même pour toutes les colonnes 
verticales contenant des F; au haut de chaque colonne vide séparant 
deux des colonnes pleines précédentes, marquons le nombre pair com- 
pris entre les nombres impairs de ces deux colonnes pleines, nous 
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obtenons le tableau suivant : 


ar—3 2r—2 ar—ı 2r 2r+1 2r+2 ar+3 2r+4 ar+5 
wee F .. F ... F wee F … F 
u. F wae F .. F wee F Lee F 


et la règle pourra être énoncée ainsi : 

Pour obtenir un F à l’aide des trois F supérieurs dont il dépend, on 
multiplie chacun de ceux-ci : 

Par le nombre impair marqué au haut de sa colonne; 

Par le nombre pair ou impair, marqué au haut de la colonne vide ou 
pleine, qu'il faut traverser ou suivre pour aller a lui en partant du coeff- 
cient F que l’on cherche; 

Par la quantité ®, la quantité G ou la quantité 9, suivant qu’on arrive 
à lui en montant à droite, a gauche ou verlicalement; 

Enfin on ajoute les trois produits obienus. 


§ II. — Puissances paires de 9 (z) 


28. Nous avons posé (20), 
ag? 


so = Fée + ER ge + FN) ott... 


Le calcul de la dérivée d’ordre 2g de la fonction 97?(x) revient, par 
conséquent, à celui des quantités 


~ 


(2p) (2p) (2p) 
Fer, ROP), FCP), 


qo? “ga? 
29. Par des raisonnements et des calculs tout à fait analogues aux 
précédents (24), nous trouvons 


dr =) (ar) (ar) For, [(2r — ı) 89" 4- (2r) Vo” + (ar + 1) Gor], 


dxf 
et, par suite, 


FP) = (ar — a) (2r—1) GEV), + (ar OFT?) + (ar +i)(ar +a) OF. 


g—|, ri 4-1 r 
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Cette dernière formule lie entre elles les quatre quantités 


FP) (2p) FO?) pP) 


ger ? g-ur-1? q—1,r? g—ter+1? 


et permet de calculer la première à l’aide des trois autres. 


30. Cette formule nous montre d’abord que le nombre des termes 
de la dérivée d’ordre pair 2g de la fonction p*(x) est égal a ag +1 
tant que q est inférieur à p et à p + g + 1 dans tous les autres cas, et 
il s'ensuit que nous pouvons écrire 


+ 


p+q 
d’ı oP — FO?) or, 
dx r Ir 


r' 


la limite inférieure r’ étant égale à p — g tant que g est inférieur à p, 
et à zéro dans tous les autres cas. 


31. Formons avec les quantités FÜ’, F’?’, Fi”, ... le tableau que 


gi 9 “gr ? 
voici : 
Er 
(2p) (2p) (2p) 
Fi F, P F, ? 
(2p) (2p) (2p) (2p) (2p) 
F,,_; F, F,, Fett F, p+1? 
RES , 
(2p) (2p) (2p) (2p) (2p) (2p) (2p) x(2p) 
F g-1,1 °°° Ep Ep Fo FH FH "°° F_p+,— 
(2p) (2p) (2p) (2p) (2p) (3p) (2p) (2p) (3p) 
Foe Fe, ms Fp Fp F F + E24: .F qop+q—' F 54° 


La relation (29) nous montre que, dans ce tableau, chaque quantite 
Fr? d’une ligne horizontale se deduit des trois quantites les plus voi- 


sines de la ligne horizontale immédiatement supérieure par l’operation 
suivante : 
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On multiplie 


La quantité à gauche au-dessus par...... .. (ar—2)(2r—ı)G 
La quantité verticalement au-dessus par..... (2r} 0 
La quantité à droite au-dessus par....... . (ar+1)(2r+2)®@ 


puis on ajoute les trois produits obtenus. 


32. Pour calculer les quantités F‘??) sans avoir à nous préoccuper 
de leurs indices inférieurs, prenons deux lignes horizontales quel- 
conques, mais consécutives du tableau précédent ; au haut de la colonne 
verticale remplie par les F dont le second indice inférieur est r, mar- 
quons le nombre pair 2r, et faisons de même pour toutes les colonnes 
verticales contenant des F; au haut de chaque colonne verticale vide 
séparant deux des colonnes pleines précédentes, marquons le nombre 
impair compris entre les nombres pairs de ces deux colonnes pleines; 
nous obtenons le tableau suivant : 


ar--4 ar—3 ar—2 2r—1 ar 2r+1 2r-+2 ar+3 art... 


F ee a FO rs rs > 
Foo... F a EF EF 0... F 


et la règle précédente (31) pourra être énoncée ainsi : 

Pour obtenir un F à l’œide des trois F supérieurs dont u dépend, on 
multiplie chacun de ceux-ci : 

Par le nombre pair marqué au haut de sa colonne ; 

Par le nombre impair ou pair marqué au haut de la colonne vide ou 
pleine qu'il faut traverser ou suivre pour aller à lui en partant du coeffi- 
cient F que l'on cherche; | 

Par la quantité ®, la quantité G ou la quantité ©, suivant qu'on arrive 
à lui en montant à droite, à gauche ou verticalement ; 

Enfin on ajoute les trois produits obtenus. 
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CHAPITRE IV. 


EXPRESSION DES F*) A L'AIDE DES CHEMINS TERNAIRES. 


§ I. — Puissances impaires de 9(x). 


33. Supposons qu'on ait calculé par la seconde règle (27) le triangle 
des quantités F@P+"; mais que, dans le cours des calculs, on n’ait 
effectué aucune réduction. La quantité F#*" sera un polynôme com- 
posé de plusieurs termes contenant chacun un coefficient numérique 
et une puissance d’exposant positif ou nul de chacune des quantités ¢, 
V, ®. | 


34. Le nombre de ces termes est évidemment celui des chemins qui 
conduisent du premier polynôme F#*" du tableau au polynôme considéré 
F#+", ou qui permettent de remonter de celui-ci à celui-là conforme- 
ment à la règle, c’est-à-dire en ne passant jamais d’un F quelconque 
qu’à l’un des trois F les plus voisins de la ligne horizontale qui suit 


ou précède immédiatement. 


35. Pour préciser autant que possible, supposons maintenant, 
comme dans tout ce qui va suivre, ces chemins parcourus À 
de bas en haut. Si nous marquons un point à tous les F 
placés sur l’un quelconque d’entre eux, et si nous traçons, 
en même temps, les droites qui joignent chacun de ces points '_* 


/ 
au suivant, nous obtenons une ligne brisée, analogue à celle NM 
de la figure ci-contre, qui présente évidemment des points, N, 
des traits verticaux et des traits obliques, montant à 45 de- | 
grés, les uns vers la droite, les autres vers la gauche. 7 


Ces chemins présentant ainsi des traits de trois sortes, nous les 
nommons chemins ternaires. 


36. A l’un quelconque de ces chemins correspond un des termes du 


polynôme F%*". Ce terme est le produit de tous les facteurs apportés 
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par chacun des traits verticaux ou obliques et par chacun des points, 

à l'exception du point de départ, qui constituent le chemin. Il ré- 
sulte d'ailleurs immédiatement de la loi de formation (27) du tableau 
des F'’?+" que tout point, sauf le point de départ, apporte le nombre 
impair de sa colonne; que tout trait montant soit verticalement, soit 
à gauche, soit à droite, apporte le nombre impair ou pair de la co- 
lonne qu'il suit ou traverse, multiplié soit par ©, soit par ¢, soit 
par ®. 


37. Un chemin ternaire quelconque, montant du polynôme considéré. 


F7?* au polynôme initial FÜ?*”, contient g + 1 points et g traits tant 
verticaux qu’obliques. Si l’on désigne par ¢ le nombre des traits ver- 
ticaux, par d celui des traits montant vers la droite, par g celui des 
traits montant vers la gauche, on a évidemment, entre +, d, g, p, q 
et r, les deux relations 

d+g—q—v, 


d+r=g+p. 


38. Un chemin ternaire est complétement déterminé lorsqu'on 
connaît les seconds indices inférieurs des F placés aux points où il 
passe, et l’ordre dans lequel ces points se succèdent. Les seconds 
indices inférieurs correspondant à deux points consécutifs sont d’ail- 
leurs deux nombres égaux ou ne différant entre eux, dans un sens ou 
dans l’autre, que d'une seule unité. Il suffit donc, pour former l’un 
quelconque des chemins ternaires montant de F}?*" à F0", d’écrire 
une suite de g + ı nombres entiers et non négatifs, dont le premier 
soit ret le dernier p, et tels que la différence de deux consécutifs 


d’entre eux soit toujours l’un des trois nombres -- 1, 0, + 1. 


Le chemin étant déterminé, le terme qui lui correspond dans le 
polynôme F°%" est déterminé également, car ce terme est le produit 
des facteurs apportés par les éléments du chemin, et nous savons (36) 


quel facteur apporte chaque élément. 


39. Considérons un chemin ternaire quelconque, montant de re) 


a F?*+"). Appelons, en général, A, et v, le nombre des points et le nom- 
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bre des traits verticaux de ce chemin, placés sur la colonne pleine mar- 
quée 24 +1; appelons de même d, et g, le nombre des traits obliques 
montant vers la droite et celui des traits obliques montant vers la 
gauche qui traversent la colonne vide marquée 2¢. Les lettres v, g, d 
conservant leurs significations précédentes (37), nous aurons 


h+h+h+h+...=g +3, 
+++ +... =, 
Gi TB TB TT... —8;, 
d,+d,+d,+...=d; 
et le terme de Fi?*” correspondant à ce chemin sera le produit 


I 
27+I 





Le 3 Dhs 7h. rn 31550. za 48168 . . 24 44 64s. . O°Gt®4, 


qu'on peut écrire aussi 





er +, 34, + 0, Dhtr, at ET fun! Asırdı Get, .. GER“, 


le facteur —--- provenant, dans chacun de ces deux produits, de ce 
2r+1 


que le point de départ, qu’on a compté dans A,, n'apporte absolument 
rien. 


40. Si donc on convient que le signe Ÿ s’étende à tous les chemins 


ternaires montant de F{7*" à Fi7*”, on a identiquement 
Fir) — ay Ye 3A,+9, Slater, at er Gost, Hard, . GER). 


41. D'après ce qui précède, deux points ou deux traits de même 
direction, par cela seul qu'ils appartiennent à la méme colonne verti- 
cale, donnent les mêmes facteurs dans le résultat. Ces deux points, 
comme ces deux traits, peuvent donc, à l'égard de ce résultat, être dits 
poinis ou traits équivalents. Par suite, parmi les chemins ternaires 
ayant les mêmes extrémités, tous ceux qui se composent d'éléments 
équivalents chacun à chacun donnent finalement des termes iden- 
tiques. 


36. 


284 DESIRE ANDRE. 
Distribuons les chemins ternaires montant de F°*° à Fi” en 
groupes, tels que tous les chemins d’un même groupe soient ainsi 


composés d'éléments équivalents chacun à chacun; appelons Q le 
nombre des chemins du groupe dont fait partie le chemin type con- 


sidéré ci-dessus (39); et convenons d'étendre le signe Ÿ non plus, 
comme plus haut (40), à tous les chemins ternaires, mais seulement 
à tous les groupes de ces chemins; nous pourrons écrire 


pe Saab ah Sh, arr fur Gr GE) 


§ II. — Puissances paires de 9(z). 


42. Si, dans le calcul du tableau des F?), on n'effectue aucune 
réduction, la quantité FÜ’ est un polynôme dont tous les termes con- 


tiennent un coefficient numérique et une puissance positive ou nulle 
de chacune des quantités 9, @, ¢. 
Le nombre de ces termes est évidemment celui des chemins ternaires 


montant de Fir’ à Fr). 
Chacun de ces chemins peut être représenté par une suite de points 
et de traits verticaux ou obliques et fournit un terme dans le poly- 


nome F}?’- Ce terme est le produit des facteurs apportés par les diffé- 


rents éléments du chemin, et il résulte évidemment de la loi de for- 
mation (32) du tableau des F? que tout point, sauf le point de 
départ, apporte le nombre pair de sa colonne; que tout trait montant 
soit verticalement, soit à gauche, soit à droite, apporte le nombre 
pair ou impair de la colonne qu'il suit ou traverse multiplié soit par 9, 
soit par G, soit par ®. 


43. Un chemin ternaire quelconque, montant de Fir a Fr, con- 


tient g +1 points et q traits; et si l’on appelle v, g, d les nombres 
respectifs des traits montant soit verticalement, soit à gauche, soit à 
droite, ona 

d+g=q9-», 

d+r=g+p; 
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Le chemin est déterminé quand on connait les seconds indices infé- 
rieurs des F?) placés aux points où il passe. Pour former un chemin, 
il suffit donc d’écrire une suite de g + ı nombres entiers, positifs ou 
nuls, dont le premier soit r et le dernier p, et tels que deux consé- 
cutifs d’entre eux aient toujours pour différence l’un des trois nombres 
— 1, 0, +). 


44. Soit un chemin ternaire quelconque, montant de FY?) a Fi”. 
Appelons, en général, À, et v, le nombre des points et le nombre des 
traits verticaux de ce chemin placés sur la colonne pleine marquée 2; 
appelons de même d, et g, le nombre des traits obliques montant vers 
la droite et celui des traits obliques montant vers la gauche, qui tra- 


versent la colonne vide marquée 2¢ + 1; nous aurons 


Ath+h+hy+...=q+1, 
Ho +, +0, +96,+.~...>9, 
LtCRtRLt+PRt...—Z, 
d,+d,+d,+d,+...=d; 


et le terme de F{?’ correspondant à ce chemin sera le produit 


JL A, oh, GA, „or A's © 561 Obs d, 34, 54, ? d 
spot Ya. .0% 2% A's... 180 381 561... 1% 345%. . Or GEMS, 


qu’on peut écrire aussi 


I 
— Chote 24:4" hats Sets, 36,44, Sart, 0" GE O*; 
2r 


I . 
le facteur =; provenant, dans chacune de ces expressions, de ce que le 


point de départ, qu’on a compté dans 4,, n’apporte absolument rien. 


45. Si le point de départ est situé dans la première colonne verti- 
cale de gauche, le dénominateur 2r devient nul et fait disparaître l’un 
des zéros du numérateur. 

En général, si le chemin ternaire que l’on considère a un point 
(autre que le point de départ), dans cette première colonne verticale 
de gauche, il fournit un terme nul. Pour épargner au calculateur la 
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considération de pareils chemins, on peut énoncer ainsi la règle pour 
former un chemin ternaire : écrire une suite de g + 1 nombres entiers 
et supérieurs à zéro (le point de départ pouvant seul être nul), dont le 
premier soit r et le dernier p, et tels que la différence de deux consécu- 
tifs d’entre eux égale toujours l’un des trois nombres — 1, 0, +1. 


( 
46. Si nous supposons que le signe) s’etende à tous les chemins 
ternaires montant de FÜ?’ à F7, même à ceux qui donnent des termes 
nuls, nous avons identiquement 


FOP) — Ft D (oAt% ht, Ahr. 10 rd Zt rt, Or Ge DA). 


u ar 
47. Groupons nos chemins ternaires de telle sorte que tous les che- 
mins d’un même groupe présentent des éléments équivalents chacun à 


chacun (41); nommons © le nombre des chemins du groupe dont fait 
partie le chemin type considéré ci-dessus (44); étendons enfin le 


signe Ÿ , non plus comme précédemment (46) à tous les chemins, mais 


seulement à tous les groupes de chemins; nous pourrons écrire 


(sp) __ 1 +0 r , 
Fe = IX (ob ohıt 1 Ahr 1. 18070 tr rt... GE @*). 


§ III. — Calcul des chemins ternaires. 


48. Les formules que nous venons de donner, d’abord pour F°**"; 


ensuite pour F}?’, permettent de calculer chacune de ces quantités 


directement, c’est-à-dire sans avoir besoin de calculer auparavant au- 
cune des quantités précédentes. Celles de ces formules qui répondent 
aux groupes de chemins sont un peu plus simples que les autres; mais 
toutes exigent que l’on forme le tableau des chemins ternaires mon- 


OPH) y BOP oi Gp) y OP) 
tant soit de F7" a F7" : soit de Fo?’ à F7 : 


49. Pour former ces chemins, on écrira toutes les suites possibles 
de g +1 nombres entiers non négatifs, dont le premier soit r et le der- 
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nier p, et tels que la différence de deux quelconques consécutifs d’entre 
eux égale toujours l’un des trois nombres — 1, 0, + 1. 

On voit que le tableau des chemins pour le calcul de F‘”’ sera le 


même que pour le calcul de FÜ?*’. Seulement, dans le cas de F7’ 


on supprimera, puisqu'ils ne donnent (45) que des termes nuls, tous 
les chemins présentant, ailleurs qu’au point de départ, un ou plusieurs 
zeros. 


50. On abrége beaucoup la formation du tableau des chemins ter- 
naires en écrivant d'abord les deux suites de g + 1 nombres, corres- 
pondant, l’une au chemin qui s’écarte le plus vers la droite et l’autre 
à celui qui s’écarte le plus vers la gauche. Ces deux chemins sont deux 
chemins limites. Un nombre d’un chemin ternaire quelconque ne peut 
jamais être ni plus grand que le nombre de même rang du chemin li- 
mite de droite, ni plus petit que le nombre de même rang du chemin 
limite de gauche. 


CHAPITRE V. 


EXPRESSION DES f/f‘) A L'AIDE DES CHEMINS BINAIRES. 


§ I. — Puissances impaires de (x). 


51. Nous avons vu (43) que les trois nombres ¢, g, d, exposants res- 
pectifs des trois quantités, ¢, © dans le terme général de F}?*”, sont liés 
entre eux par les deux relations 

gid=q-y, 
d+r=g+p. 


De la première, il résulte que F/?*’ est un polynôme homogène de 
degré g par rapport aux trois quantités 9, G, @: 
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De la seconde, que la différence des exposants g et d est constante 
et toujours égale à celle des nombres r et p; et que, dans chaque terme 
de F}?*’, g est inférieur, égal ou supérieur à d, suivant que 7 est de 


a 


son côté inférieur, égal ou supérieur à p, c'est-à-dire suivant que, 
dans le tableau des quantités F??*", la quantité considérée F,}7*" est 
placée au-dessous et à gauche, verticalement au-dessous, ou bien au- 
dessous et à droite de la quantité initiale FL?" ; 

Des deux ensemble, que les trois exposants d’un terme quelconque 
de F’?*’ sont déterminés dès qu’on donne l’un quelconque d’entre eux; 


et, par conséquent, qu’on obtient la même suite en ordonnant, soit par 
- rapport aux puissances décroissantes de, soit par rapport aux puis- 
sances croissantes de G, soit par rapport aux puissances croissantes deo. 


52. Ordonnon3 par rapport aux puissances décroissantes de 9. 
Comme les exposants g et d ont une différence constante (dont nous 
représentons par e la valeur absolue), ils augmentent en même temps, 
chacun d’une unité, quand on passe d’un terme au suivant. Par suite, 
les exposants de © forment une progression arithmétique dont la raison 
est — 2 et dont le premier terme est g — e. Nous pouvons donc écrire 

Fr) = FOR ges Ge Do + FCP) Dre Gott Mor... + fl 


gr gr, CAA 


2P-+1) DT Got! Hr... 


Pat 


les exposants c et p étant égaux, le plus petit à zéro, le plus grand ae. 


53. Le probleme qui nous occupe est ainsi ramené a la recherche 


de l’expression générale de f 77 - | 


Pour obtenir cette expression, nous remarquerons d’abord que tou 
les termes de F’**” qui contiennent © avec l’exposant g — e — ai sont 


ceux qui proviennent des chemins ternaires présentant chacun g —e—2 
traits verticaux. Si, dans ces derniers, nous supprimons tous ces traits 
verticaux, et, en même temps, tous les points qui les surmontent im- 
médiatement, nous obtenons, en rapprochant les tronçons restants par 
un mouvement de translation verticale, des chemins nouveaux conte- 
nant chacun e -- 2: traits, tous obliques, ete + 21 + 1 points. Ces nou- 
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veaux chemins ne présentant que des traits de deux sortes, ceux qui 
montent vers la droite et ceux qui montent vers la gauche, nous les 
nommerons chemins binaires, les distinguant ainsi des chemins ter- 
naires considérés jusqu’à présent. 


54. Ces chemins binaires seront complétement déterminés si l’on fait 
connaitre, dans l’ordre où ils se succèdent, les seconds indices infé- 
rieurs correspondant à leurs différents points. Pour former l’un quel- 
conque d’entre eux, il suffit donc d'écrire une suite de e+ 2t +1 
nombres, entiers et non négatifs, dont le premier soit r et le dernier p, 
et tels que la différence de deux quelconques consécutifs d'entre eux 
égale toujours l’an des deux nombres +1, — 1. 


55. Considérons l’un quelconque de ces chemins binaires, et appelons 
h, gs, d, les nombres respectifs de points situés sur la colonne pleine 
marquée 2¢ + 1, de traits montant vers la gauche et de traits montant 
vers la droite, situés sur la colonne vide marquée az. Nous avons 


hth+hth+...=e+ 2+, 
Bit gt gst... =e, 
d,+d,+d,+...=p+l. 


56. Cherchons de combien de chemins ternaires ce chemin binaire 
résulte, ou, en d’autres termes, combien de chemins ternaires on en 
peut déduire en y rétablissant, de toutes les manières possibles, 
q— e— ai couples formés chacun d’un trait vertical surmonté d’un 
point. 

Soit, en général, w, le nombre de ces couples que nous rétablissons, 
en les y intercalant, sur la colonne pleine marquée 2¢ + 1. Puisque le 
chemin binaire considéré (55) présente À, points sur cette colonne, 
nos w, couples pourront y être placés d'autant de manières différentes 
qu’il y a de façons de former le nombre w, par l'addition de A, nombres 
entiers positifs ou nuls. Or, si l’on convient de regarder la factorielle o! 
comme égale à l’unité, ce dernier nombre est donné par l'expression 


(w, + Ro —1)! 


win) 


Donc, si l’on décompose le nombre g — e -- 22 en plusieurs parties 
Wo. Wis Was sos We ..., Compatibles avec le chemin binaire considéré, 
Ann, de l’Éc. Normale. 2° Série. Tome VI. —- SEPTEMBRE 1877. 37 
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c'est-à-dire telles que w, soit forcément nulle dès qu'il arrive à À, de 
l'être, mais puisse être nulle sans que A, le soit, alors, parmi les che- 
mins ternaires fournis par le chemin binaire considéré, le nombre de 
ceux qui proviennent de la présente décomposition est égal à 


(ou, + h,—1)! (w, + A —1)! (os + A, —1)! 


ovlhk—ı)l vll)! wil (hy —1)! 








Donc, si l’on étend le signe Ÿ à toutes les décompositions de 
g—e— 21 compatibles avec le chemin binaire considéré, le nombre 
total des chemins ternaires fournis par ce chemin binaire est donné 
par l'expression 


(w,+h,—1)! (os = hi — x) (os + A, — 7)! 


la) will) nn 
57. Si l’on se rappelle ce que fournissent (36) chaque point et 
chaque trait vertical ou oblique d’un chemin ternaire, on voit, pour le 
chemin binaire considéré : 
Que les points fournissent le produit 


I 
ee 140 34, By, eey 
27 I 


provenant de ce que le point de départ, compté dans, 





I 
27 --1 
ne fournit absolument rien ; 

Que les traits montant vers la gauche fournissent le produit 


le facteur 


Gor! 281 45: 68:... ; 
Que les traits montant vers la droite fournissent le produit 
Anti ad 44.64... ; 
Et enfin que les couples verticaux intercalés fournissent le produit 


(mh) „ CL DE PO (Mth LS 


VE wl(h,—1)! will —ı)! al (hk, —1)! 


58. Mais f*7" est la somme des résultats fournis par tous les che- 
mins binaires représentés par e + 21 + 1 nombres dont le premier est r 
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et le dernier p. Si donc nous étendons le premier Ÿ ci-dessous à tous 


ces chemins binaires, en laissant au second sa signification des deux 
paragraphes précédents, nous obtenons la formule suivante : 





ert ar+i 


e(ap+i) __ I D [ 3 Sas. . 28144 hss+4, th... 


VS et het, th, then. 


dad WN (A, —1)! wl(h,—1)! 3” will, —1)! | 


59. Étant donné l’un quelconque des chemins binaires considérés, 
on a évidemment 
Lun + d,=2h, 
si ¢ n’est égal nia rnia p; 
Li + d,—2h,—1 
si Zest égal à l’un des nombres ret p; et, enfin, : 
Br +d = 2h, — 2 


si test égal à la fois à ret à p, dans le cas où ceux-ci seraient égaux 
entre eux. 
Evidemment aussi, on a 
. 8: — dı, 
si at est inférieur ou supérieur aux deux nombres ar + r, 2p + ı en 
meme temps; 
8: = dı +1, 
lorsque r est supérieur à p et que 2¢ est compris entre 27 + 1 et ap +1; 
8: = d, — I, 


lorsque r est inférieur à p et que 22 est aussi compris entre ar + 1 et 
ap +1. 

Il s'ensuit qu’il existe, entre les quantités go, gi, 82» +» do, dy, 
da, ...,ho,h,, ha, ..., des équations du premier degré en nombre égal à 
celui des quantités 25, gi, Sas +. dos dis do, .... Par suite, ces dernières 
quantités sont déterminées dès que l’on connaît les quantités A,, A,, 
ha, .... Par suite, deux chemins binaires, pour lesquels A,, A, Az, ... 


ont les mémes valeurs, sont équivalents. 
37. 
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60. Cela étant, assemblons les chemins binaires, de telle sorte que 
ceux d’un même groupe soient ainsi équivalents; appelons 2 le nombre 
des chemins binaires du groupe dont fait partie le chemin binaire type 


de la formule précédente (58); le second Ÿ conservant toujours la 


même signification, et le premier s'étendant, non plus comme précé- 
demment, à tous les chemins binaires, mais seulement à tous les 
groupes de ces chemins, cette formule (58) pourra s’écrire ainsi : 








f = ye E rae 34: Bas... 281+d Asst, (Pas! 
SE ei ho —1 le (wi --h—1)! 320, mon, ; 
lo - 1)! ml (A, — 1)! wil(A,—1i! 
§ ll. — Puissances paires de (zx; 


61. Des raisonnements analogues à ceux qui précèdent (51) nous 
montrent que F’”’ est un polynôme homogene du degré g par rapport 


aux trois quantités ©, G, ©; que, dans tous les termes de F’’, la dif- 


qr? 
ference des exposants g et d des quantités G et ® est constante et égale 
a celle des nombres, et p; enfin qu’on peut écrire 


Fir =. fer VG + fr "9g- nl CRT P+ +, + for VIA CHI MPH, 


la lettre e désignant la valeur absolue de la différence des nombres r 
et p; et les exposants c et p étant égaux, le plus grand à e et le plus 
petit à zéro. 


62. Les termes de F/”’ qui contiennent © avec l’exposant g —e— 25 


proviennent des chemins ternaires contenant chacun g — e — al traits 
verticaux; et ceux-ci, par la suppression de -ces traits verticaux ainsi 
que des points qui les surmontent immédiatement, donnent naissance 
a des chemins binaires que l’on formera en écrivant, de toutes les ma- 
nières possibles, une suite de e -:- 22 -+- 1 nombres entiers et non néga- 
tifs, dont le premier soit ret le dernier p, et tels que la différence de 
deux quelconques consécutifs d’entre eux soit toujours égale à l’un 
des nombres — 1, +1. 
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63. Considérons l’un quelconque de ces chemins binaires, et appe- 
lons A,, g,, d, les nombres respectifs de points situés sur la colonne 
pleine marquée 22, de traits montant vers la gauche et de traits mon- 
tant vers la droite situés sur la colonne vide marquée 22 + 1. Nous 
avons | 


h+h+h thy -+.. —=e+2i+ir, 
LtRt Rt Rt... =|Eth, N 
d,-- d,- d.+d, +... =p-4-é. 


64. Pour obtenir le nombre des chemins ternaires que donne ce 
chemin binaire lorsqu’on y rétablit, de toutes les manières possibles, 
les couples supprimés, appelons #, le nombre de ces couples que nous 
retablissons sur la colonne pleine marquée a¢. Puisque le chemin 
binaire considéré présente A, points sur cette colonne, nos w, couples 
pourront y être placés d’un nombre de façons différentes, exprimé 
par la formule 


dans laquelle on convient de regarder toujours la factorielle o ! comme 
égale à l’unité. Et, par conséquent, si l’on décompose le nombre 
q — e — ai en plusieurs parties #4, Wi, Wa, ..., Wa ..., compatibles 
avec le chemin binaire considéré, c’est-à-dire telles que w, soit forcé- 
ment nulle, des qu'il arrive à A, de l’être, mais puisse être nulle sans 
que A, le soit, parmi les chemins ternaires fournis par le chemin 
binaire considéré, le nombre de ceux qui proviennent de la présente 
décomposition sera égal à 


(ou, + Ao—1)! (m --hA,—1)! (w.+A4,—1)! 
wiki) wilh—ı)! al (A, — a) 


Donc, si l’on étend le signe y à toutes les décompositions de 


gq — e— 2t compatibles avec le chemin binaire considéré, le nombre 
total des chemins ternaires fournis par ce chemin binaire est donné 
par l'expression 


wii)! will —1)! wt (A,—1)! 





D (ou, + A,—1)! (ous + A —1)! (w. +h, — 0)! 
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65. Pour le chemin binaire considere, les points fournissent (42) le 
produit 


I 
— oh oA, Ah. 
ar 


le facteur = provenant de ce que le point de départ, qui est compté 


dans À,, ne fournit absolument rien. 
Les traits montant vers la gauche fournissent le produit 


Ger! 18 36: 58:,..; 
les traits montant vers la droite fournissent le produit 
eri 1% 34 5%... , 
et enfin les couples verticaux intercalés fournissent le produit 


peu Nlth—i)l „ mh)! (arth —1)! ,,, 
or der er Ot willl 2 wel vs St 





On a donc, en étendant le premier Ÿ ci-dessous à tous ces chemins 
binaires et laissant au second sa signification habituelle, 


f OP == _— I >) [ot ah 4h: . 2. 18048 381+4 Seid, |, 


grt 
(a+ hi), (mh)! (wth —1)! Im, 
x wi —1)1° al (A, —ı)! 2: wil (A, —1) 1 Ant |. 





66. Sir devient nul, le facteur — détruit un facteur zéro du nume- 


rateur. Pour n’avoir point à s’occuper de tous ces facteurs zéros, il suffit 
de rejeter tous les chemins binaires donnés par les suites de nombres 
contenant un zéro ailleurs qu’au point de départ; de supprimer le 
nombre #, dans la décomposition de g — e — ai, c’est-à-dire de de- 
composer seulement ce nombre en parties #,, 42, 4,,...: de regarder 


I N a e ’ ° e . . 
enfin -- comme égal à l'unité lorsque r devient nul. On obtient ainsi 
la formule plus simple 


I 
fer LE - >) [= 4h: ... Wet 3811 di Bart, 


wi =} h, = nl 2”; (w, -{- LE L fie, … | . 
<Y TA 5) wil(h, --n)] À ° 
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67. En groupant maintenant ces chemins binaires délivrés des zéros 
comme on l’a fait précédemment (60), on obtient la formule suivante : 


a I 
Soni "or > 0 | >" Af: 22. W8otds Barta, Bestdi,.., 


u wil (h,—1)! a Sn 
§ III. — Chemins binaires. 


68. Les formules qui donnent / 7; et (\*’, reposent l’une et l’autre 


sur la formation des chemins binaires de e-1- 22 -;- ı points, dont le 
premier correspond à l’indice r et le dernier à l'indice p. Il existe toute- 
fois, entre les deux calculs, cette différence considérable qu'il faut, 


pour obtenir f #7”, prendre tous ces chemins, tandis que, pour ob- 


tenir f!*”, on doit négliger tous ceux d’entre eux qui présentent le 


Ari” 


nombre zéro ailleurs qu’au point de départ. 


69. De même que pour les chemins ternaires (50), on abrége sin- 
gulièrement la formation du tableau des chemins binaires en cherchant 
d'abord les deux chemins binaires limites, c’est-à-dire les deux che- 
mins binaires de e -- 24 +1 nombres qui partant de r arrivent à p en 
s’ecartant le plus possible, l’un vers la droite, l’autre vers la gauche. 


70. La substitution des chemins binaires aux chemins ternaires 
offre ce tres-grand avantage que les chemins binaires nécessaires pour 


calculer soit f ?*", soit /‘”’ ne dépendent absolument pas de g; par 


PL grt 
suite, ces chemins, une fois obtenus, nous donnent le moyen de calculer 
non pas seulement f #7" et f(”,, mais encore tous les f qui ne dif- 


gır,i? 


ferent de ceux-ci que par la valeur de g. 


—_ D— 
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CHAPITRE VI, 
FONCTION GENERATRICE DES fi. 


§ I. — Puissances impaires de p(z). 


71. Considérons le chemin binaire, ou plutôt le groupe des chemins 
binaires répondant à un système déterminé de valeurs des quantités 
hy, hy, Ras... et étudions l’expression correspondante 


(we TU aw, (i Ay — 1) I 30 (w, + A, —1)! 


we! (A, —1)! ' whka-ı)l ‘ ail 53%:, ... 


On retrouvera évidemment cette même expression si l’on forme les 


suites 
+ (w, + A, — 1)! nme 
à. mnt (Pa) 


% (m hy —1)! \w, 
>.” w,! vi! (A, —1)! (3? Bly 


> (W2 +! fy — 1}! 11 (5? 2)", 


Ws (Val (A, —1)! 


500 Ye 0 eee eee 


qu'on les multiplie toutes entre elles, qu’on prenne dans le produit 
l’ensemble des termes en 27“ ** et qu’on remplace dans ces termes z 
par l'unité. 

Or la suite 





I (vl)! w 
N. gr eee 
est justement celle qu’on obtient en développant, suivant les puissances 
croissantes de z, la fraction rationnelle 
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donc nous obtiendrons notre expression complète en développant, sui- 
vant les puissances croissantes de z, la fraction rationnelle 


(1 — 3h (1 — 3t3)h (1 — 52) (1 — 72)...” 


en prenant, dans ce développement, le terme en 27%, et remplaçant, 
dans ce terme, z par l’unité. 


72. Il suit immédiatement de là que, si nous étendons ley ci-des- 


sous & tous les groupes de chemins binaires servant au calcul de 


1 ‚il suffira, pour obtenir ce coefficient, de développer l'expression 


I y Q 140 34, Bas, ,281td Abrtts Gort, 


2r +1 (1 — 1? 2)h (1 — 32) (ı — 52z)h (1 — 73)...” 


- suivant les puissances croissantes de 3; de prendre dans ce dévelop- 
pement le terme en 2%°“-2 et d’y remplacer z par l’unité. 


73. Cette derniere expression peut s’écrire 
p p 


u 
D (a—153}h (1 — 322)h (1 — 53)...” 


u étant un numérateur qui est relatif au groupe considéré de chemins 
binaires, qui dépend de r, de pet de z, mais nullement de q ni de z. 


74. Désignons par H, la plus grande valeur que puisse prendre 4, 
dans tous les chemins binaires servant au calcul de /("*". Ce nombre 
H, est parfaitement déterminé lorsque l’on donner, pet 1. Si, en effet, 


on désigne par rp le plus petit et par RP le plus grand des deux 
nombres r et p, on obtient très-facilement les résultats suivants : 


Si ¢ est inférieur à 7p — i, H, est nul; 
Si t est égal ou supérieur à 7p — i, mais inférieur à 7p, H, est égal 
arti +t—rp; 
Si ¢ n’est ni inférieur à 7p, ni supérieur à RP, H, est égal à i-+ 1; 
Si test supérieur à RP, mais non à RP +2, H, est égal à i+1—#+ RP; 
Enfin, si ¢ est supérieur à RP + i, H, est nul. 
Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI. — SEPTEMBRE 1877. 38 
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75. Cela étant, on peut prendre, pour dénominateur commun de 


toutes les fractions comprises dans ley précédent (73), le produit 
123% (x — 32g) (r— ze, [a — fat +3]... 


Il s’ensuit que la somme de toutes ces fractions peut s’écrire 


er ee 


le dénominateur étant d’un degré n égal à 
H, -- H, + UK, +..., 


et le numérateur étant d’un degré inférieur à ». 
Il s'ensuit aussi que cette dernière fraction est la fonction généra- 
trice des coefficients 


Cr+1) (2p+1) (2p+1) 
Tin S isuns S isn? cocy 


c'est-à-dire du coefficient général f?;" considéré comme fonction 
de g, les indices r et ı étant supposés constants. 


§ II. — Puissances paires de 9(z). 


76. Considérons tous les chemins binaires répondant à un système 
déterminé de valeurs des quantités Ay, h,, Az, .... L'expression corres- 
pondante 








y we h<nl ,„ (rt! 


PONT ET NE Pr... 
ali — 1)! | ali —1, Rt 


i 
4 


u’est autre chose que le coefficient de 27”°-** dans le produit des suites 


NACRE PAS 
>. wi lth,--1)! (278) ’ 


(wi: + h,—1)! (Ar ‘H's 
>. mnt 447 
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Mais ces suites sont justement les développements, suivant les puis- 
sances croissantes de z, des fractions rationnelles 


fF I I 
(rata? (hm oa 








Donc l'expression considérée n’est autre chose que le coefficient 
de z7—<-% dans le développement, suivant les puissances croissantes 
de z, de la fraction rationnelle 


(1 — 23)" (1 — 4? 2)& (1 — 6? 2)... 


77. Il suit immédiatement de là que, si nous &tendons le y ci-des- 


sous à tous les groupes de chemins binaires servant au calcul de f at 


il suffira, pour obtenir ce nombre, de prendre le coefficient de s?-*-* 
dans le développement, suivant les puissances croissantes de z, de la 


fraction 
I D ah, A’ GAs... 1804. 36:44, Fetes, 
( 


ar ı— 27774 (1 — 4? oh (1 — 62)... 


78. Cette dernière expression peut s’écrire 


u 
> Gast Rah Ba...’ 


u étant un numerateur qui est relatif au groupe considéré de chemins 
binaires, qui dépend de r, de p et de :, mais nullement de g ni de z. 


79. Désignons par H,, H,, H,.... les plus grandes valeurs que puissent 
prendre respectivement A,, k,, A,,... dans le calcul de ff. Il est 


facile de voir que ces valeurs sont les mémes que dans le cas (74) des 
puissances impaires. 


80. Prenons pour dénominateur commun de toutes les fractions du 
D précédent (78) le produit 


(1 -- 23)" (1 — 42) (1 — 613)... 
38. 
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et faisons la somme de ces fractions. La fraction totale 


ee 
(x — 223)" (1 — 43) (1 — 63)... | 


dont lé numérateur est un polynôme en z d’un degré inférieur au degré 
du dénominateur, sera la fonction génératrice des coefficients 


(2p) (2p) (1p) 
S stiri? SF ern? S cesitant? °° 


c'est-à-dire du coefficient général f #7; regardé comme une fonction 


de q, les indices r et ¢ étant supposés constants. 


CHAPITRE VII. 


EXPRESSION ANALYTIQUE DES /(. 


§ I. — Puissances impaires de 9(z). 


81. Comme nous l’avons vu (75), le coefficient f°?" admet pour 
fonction génératrice la fraction rationnelle 


U 


(1 — 173 )8* (1 — 32g) (1 — 52s)” 
dont le numérateur est un polynôme entier en 2 de degré inférieur au 


dénominateur. 
Or, depuis les travaux de Moivre, on sait qu’une pareille fraction 


engendre une série récurrente proprement dite, dont la loi se résume 
dans l'équation qu'on obtient en égalant le dénominateur à zéro, après 
° , I 
y avoir remplacé z par -- 
Donc les coefficients considérés sont les termes d’une série récur- 


t 
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rente proprement dite, dent la loi est résumée par l'équation 
(3 —12)4e(g - 32) (2 5)M(3—7)h,,.—0o. 


82. Si nous appelons n le degré de cette équation, c’est-à-dire la 


somme 
H,+H, +H,+H,+ .., 


nous pouvons dire que les coefficients considérés forment une série ré- 
currente proprement dite, d'ordre n. En d’autres termes, chacun de 
ces coefficients est une fonction linéaire déterminée des n coefficients 
précédents. 


83. Toutes les fois que l'équation qui résume la loi d’une série récur- 
rente proprement dite est exactement résoluble, on peut, en appli- 
quant les règles de Lagrange, obtenir l'expression analytique du terme 
général de la série. Ici cette équation, non-seulement est résoluble, 
mais se présente spontanément résolue : nous pouvons donc écrire im- 
médiatement la formule suivante : 


E(q) étant un polynôme entier eng du degré H, — 1, et la caractéristique 


y s'étendant à toutes les valeurs de 2 pour lesquelles H, n’est pas nul. 


84. Cette expression def)?” 


les coefficients numériques des polynömes &,(g). Ces coefficients, dans 
le polynôme &,(g), répondant à une valeur donnée de £, sont au nombre 
de H,; donc, dans toute l’expression, leur nombre est égal au degré à. 

Pour les déterminer, on calculera directement, d’une manière quel- 
conque, les n premiers des coefficients considérés, ou, plus générale- 
ment, n quelconques d’entre eux; on égalera les 7 valeurs trouvées 
aux n valeurs correspondantes fournies par la formule précédente: 
puis on résoudra le systeme des n équations du premier degré ainsi 
obtenu. 


ne contient d’autres indéterminées que 
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§ II. — Puissances paires de o(x). 


CP est (80) la fonction 


85. La fonction génératrice du coefficient f,?, 


rationnelle 
U 


(1 — 223)" (4 — hes) (1— 63)... 


On en déduit, en raisonnant comme dans ce qui précède, les résultats 
que voici : 
Les coefficients fl? considérés comme fonctions de g, forment une 


série récurrente proprement dite. 
La loi de cette série est résumée par l'équation 


(z—2)h{z--#4){z—6G)"%,, - 9, 
Si l’on désigne par n la somme 
H, + H, + H, +..., 


cette série récurrente est de l’ordre », de façon que chaque coefficient 
est une fonction linéaire déterminée des n coefficients précédents. 
On peut poser 


E,(q) étant un polynôme entier en g, de degré H, —- 1, et la caracté- 
ristique Ÿ s'étendant a toutes les valeurs de £ supérieures à zéro pour 


lesquelles H, n’est pas nul. 

Enfin les n indéterminées que présente le second membre de cette 
dernière formule peuvent être calculées à l’aide du système de n équa- 
tions du premier degré, qu'on obtient en égalant n valeurs des f CP) ob- 
tenues directement aux n valeurs correspondantes fournies par notre 
formule. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


PREMIERS DÉVELOPPEMENTS. 


CHAPITRE I. 


FORME DES DÉVELOPPEMENTS. 


$ I. — Développement de À" ix!. 


86. La fonction elliptique 4(a) s’annule quand x devient égal à zéro; 


ar se réduit à 
x 


et, pour cette même valeur de x, sa dérivée première „, 


l'unité. 

Il résulte de là, et de ce que nous avons dit (14) sur les dérivées de 
A(x), que, pour x égal à zéro, toutes les dérivées d’ordre pair de A(x) 
s’annulent, tandis que les dérivées d’ordre impair ne s’annulent point. 

Par suite, À (x) est une fonction impaire de x et nous pouvons écrire 
CA CE CEA OA 
ri AN gg gite 

87. On voit ainsi que A(x) est égal à x multiplié par une fonction 
paire de x. Il s'ensuit que A*(x) est le produit de =” par une fonction 
paire de x, et, par suite, que l’on a : 


A(x} ZI A? 


Gr) 27 gts) AT? 2 2 (A, 
rl I irn--2)! °°? Im-4j| > (r +6)! 


ix) -: À 


ll 





La fonction 4*(x) est donc une fonction paire ou impaire de x, sui- 
vant que l’exposant x est lui-même pair ou impair. 


§ II. — Développements de u"(x) et de v"iz:. 


88. Les deux fonctions elliptiques (x) et v(x) deviennent égales 
chacune à l'unité lorsque x devient égal à zéro; et, pour cette même 


valeur de x, les dérivées premières —- 


dy , . , 
de? TE s’annulent l'une et l’autre. 
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Il suit de la, et de ce que nous avons dit (14) sur les derivees des 
fonctions elliptiques, que toutes les dérivées d’ordre impair de (x) et 
de v(x) s’annulent en même temps que x, tandis que les dérivées 
d’ordre pair ne s’annulent point. Les fonctions (x) et v(x) sont donc 
toutes deux des fonctions paires de x; nous pouvons donc écrire 


in. RU) (1) 2 (1) € (OLA 
uix):=B "--B SI +B; à — B, gt: 


\—_ rt) Oz VEN) 
v(z = C, — C +6 hi C, +. 


89. Les puissances p™(x), v"(x) sont aussi, par conséquent, des 
fonctions paires de x; donc nous avons 


er RL ME ME Dr) wt 

p(x) = BY --B" +B, in at 

® — pts) nz (x) X ze (x) Z° | 

v(z) = Co —C, p+, 7 C, it 
DE 


CHAPITRE IL 


EMPLOI DES DERIVEES D'ORDRE PAIR. 


§ I. -- Développement de =. 


90. Le calcul du développement de A" (x) n'est autre chose que celui 
des coefficients A”. L'emploi de nos dérivées d’ordre pair permet d’ef- 
fectuer ce calcul, car, comme nous allons le montrer, les coefficients 
A® s'expriment d’une manière extrêmement simple à l’aide des quan- 
tités L™. 

91. Considérons d’abord A/?*. Ce coefficient est égal à (— 1)? multi- 


plié par le résultat de la substitution de zéro à x dans la dérivée d'ordre 
impair 2(p+g)+1 de la fonction }**'(x). Or cette dérivée, pour 
eette valeur de x, devient justement égale au coefficient de la première 
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puissance de À dans la dérivée immédiatement précédente, dont l’ordre 


est pair et égal à 2(p 4- g). Ce dernier coefficient est L/?*, ; done 


(2p4t) 7 __ q (GENRE 
A, TS 1) Lig 


92. Considérons maintenant AYP. Ce coefficient est égal à (-- 1)? 


multiplié par le résultat de la substitution de zéro à x dans la dérivée 
d'ordre pair 2(p + q) de la fonction A#(r). Ce résultat n’est autre que 
le premier terme de cette dérivée, ordonnée suivant les puissances crois- 


santes de À. Ce premier terme est L”’ - Donc» 


b+9,9 


Gp) _._.-_ (2p) 
A, =:.—1#L,,.- 


§ II. — Développements de u"{r: et de v*{z'. 


93. Calculer les développements de a” (x) et de v(x), c’est calculer 
les coefficients B™ et C™. L'emploi de nos dérivées d'ordre pair suffit 
pour effectuer ce calcul; car, comme nous allons le voir, ces coeffi- 
cients B™, C™ s'expriment d’une manière tres-simple à l’aide des 
quantités M™, N°. 


94. Les coefficients BY, C/” ne sont autre chose que les produits 


par (— ı)? des résultats de la substitution de zéro à x dans les dérivées 
d'ordre pair 2g des fonctions p* (x), v*(x). Or, pour cette valeur de a, 
les fonctions (x et v se réduisent chacune à l’unité. Par suite, les deri- 
vées considérées se réduisent l’une et l’autre à la somme de leurs 
coefficients, et nous avons | 


(R)._: \ (7) 
B == —1, D Mo 


(TE) _; ‘ 1(™) 
C, T7 ayy Noe? 


le signe Ÿ, dans chacune de ces formules, s’etendant à toutes les va- 


leurs de r compatibles avec la valeur donnée de x et la valeur donnée 
de q. 


Ann. de l'Éc. Normale. 2° Série. Tome VI. -- SEPTEMBRE 1837. 
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CHAPITRE III. 


CALCUL DES COEFFICIENTS DES DÉVELOPPEMENTS. 


$ I.— Développement de (x). 
95. D’après ce qui précède, pour obtenir les coefficients A|”, AU, 


A”,... du développement de A* (a), il suffit d'opérer ainsi : 

Former le tableau des F conformément aux règles données dans 
notre première Partie ; 

Prendre les F/’, qui en constituent la première colonne verticale à 
gauche ; 

Remplacer, dans ces derniers termes, les quantités ®, ©, G respec- 
tivement par 1, — (1 +42), #?; 

Enfin donner aux résultats obtenus le signe + ou le signe — alter- 
nativement. 


96. Pour bien attribuer aux résultats les signesq ui leur conviennent, 
il est bon de remarquer que le premier terme F qui ne s’annule 
point a toujours le signe +. 

On peut voir d’ailleurs facilement qu’on n’a plus du tout & se préoc- 
cuper des signes des résultats, et qu’on obtient exactement et immé- 
diatement les coefficients de A*(ax), si, remplaçant toujours dans les 


a 


FF les quantités © et G par ı et par A?, on substitue à ©, non plus 
— (1-+ &*), mais simplement 1 + &?. 


§ II. - Développements de p*(x) et de v*(z}. 


97. D'après ce qui précède, pour obtenir les coefficients B™, C des 
développements des fonctions u" (x), v" (x), il suffit d’operer ainsi : 

Former le tableau des Fi” d’après les règles données; 

Dans les termes de ce tableau, remplacer les quantités ©, ©, G res- 
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pectivement par 1 — 4, 24? — 1, — #*, ce qui donne le tableau des 
Mt; puis par #? —1, 2 — #?, — 1, ce qui fournit celui des N”; 

Enfin faire la somme des M™ et celle des N° de chaque ligne 
horizontale, en ayant soin de multiplier par (— ı)? la somme des termes 
de la ligne d'indice g. 

Ces sommes ainsi multipliées forment les unes la suite des B'”, les 
autres celle des C™. 


§ III. — Abréviations. 


98. Nos moyens de calculer les quantités F™, L™, M™, NM sont 
tout à fait analogues à ceux qu’on emploie pour former le triangle de 
Pascal. Vu la difficulté bien connue des présentes recherches, on peut 
regarder ces moyens comme simples. Voici quelques remarques per- 
mettant d’abréger les calculs. 


99. Si l’on veut calculer les développements des trois fonctions 
I" (x), p™(x), v' (x), il suffit de former le seul tableau des F'”, puisque 
ce tableau fait connaître, par sa colonne verticale de gauche, les coefli- 
cients de A*(a), et, par ses lignes horizontales, ceux de p(x) et de 
y" (x). 


100. Si l’on ne demande que le développement de d*(x), et qu’on 
s'arrête au terme F/,, on peut se dispenser, en formant le tableau des 


F'®, de calculer tous les F™ qui se trouveraient au-dessous de la droite 


indéfinie menée par les deux termes FF, FÜ), .. 


101. Si l’on ne cherche que les développements de a” (x) et de v" (zx), 
et que l’on ne veuille pas aller, dans le tableau des F™, au dela de la 
ligne horizontale d'ordre g, il est inutile de calculer les différents 
termes de cette dernière ligne : on peut obtenir leur somme, d’une 
manière fort simple, à l’aide des termes de la ligne précédente. 

Reprenons, en effet, les formules 


D en Range arr ge 


4 2 
der =). (ar) FY), [(ar— 1) @g” + (27) Og" + (ar +) Ge], 


39. 
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que nous avons établies précédemment (24 et 29). Pour 9 égal à 
l'unité, elles deviennent 


D Fe) Y (ar +- 1) Fee? K2r)® + (2r+1)0 + (ar-+2)G], 


D Fir =) (ar) Fi? [(ar — 1) ® -+ (ar) ® -+-(ar-H1)GQ]. 


Or, dans les trois fonctions elliptiques A(x), (x), v(x), nous avons 
identiquement 
8--9--60=0; 
par suite 

(ar)®+(ar+1)9 + (2r-+-2)G=G—®, 
et de méme 
(2r—1)D-+{2r)Ÿ -+ (2r-+-1)G=G— B; 


donc nos dernières formules peuvent s’écrire 
D Fr lg ay (ar 1) FOR, 
r r 


Ÿ FA = (G— CD (ar) FOP) 


Comme la différence G — © est d’ailleurs égale à —1 pour la fonc- 
tion (x) el à — A? pour la fonction v(a), on voit que la somme des F 
de la dernière ligne s’obtient très-facilement à l’aide des F de la ligne 
précédente. 


CHAPITRE IV. 


EXPRESSION DES COEFFICIENTS A L'AIDE DES CHEMINS TERNAIRES. 


—— ne mem 


§ I. — Coefficients de Air). 


102. Supposons d'abord l'exposant 7 impair et égal à ap -:- 1. Nous 
savons qu’on à (91) 


(2p+t) _ (2p+1) 
ACP) (ye LPH), 
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et aussi (41), en étendant le signe y à tous les groupes de chemins 


ternaires montant de LP a Lor”, 


Lor? =) O [rhe Ihre, Sates, | 96,+4, hort, Gssrd, ,.. (— 1,” (1 + ke }” hs). 


P+9,:0 

Or, des relations (37), 
d + g—q—v,; 
d+r— g+P; 


nous déduisons, dans le cas actuel, 
v—q—2g. 


Donc, à l’intérieur du Ÿ précédent, on peut remplacer (— 1)’ par 
{—1)f; et comme (—1)? est le même pour tous les groupes de 
chemins considérés, on peut mettre ce facteur en dehors du signe D 


Quand on passe de L à A, il faut multiplier par un nouveau facteur 
(— 1), qui, avec le précédent, donne (— 1)’, c'est-à-dire + 1; donc 
on a 


Aves = So [itt ZA, +e, Baste, 981 +4, Asırdı Hard... (1 4- he" he). 


103. Supposons maintenant x égal au nombre pair 2p. Nous 
avons (92) 


(tp) _ (2p) 
AD (il, 


et aussi (47) 
LC? 3 =o [anit rt, — Lind. hr, ke), 


\ 


le signe Ÿ s'étendant à tous les groupes qu’on peut former avec les 


chemins ternaires montant de Lo, à Ly’, et ne contenant jamais le 

nombre zéro ailleurs qu’au point de départ. 
Ici encore on a 
v= 4 — 28) 
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et l’on peut écrire 


Ay? =) 0 rt... need Bete Beats... (1 -t- kr) 18]. 


§ II. — Coefficients de u"!x) et de »v*(z). 
104. Supposons r égal au nombre impair ap + 1. Nous avons (54), 
pore) (aye NE 
cern) == (ay SNE, 


De plus, nous avons (41) 


ea vrei 2 te Bate Bvt, at erh... (ai vie he ii hd, 


NOPH) — er yer hye, 34 tr, Barts oe sit, he:+4, 68,74, u (2 __ he} (— 156 (A? __ 14]. 


Donc 


Be) — (— 1)? y — Ter — Yat Of: h ut 3h, +0, Bhete, 26.44, herr: 663+4, , (2h —ı \" (— 16 he (1 — hf 


= (—1} _! hot, 34,49, HA +e, td, Asırd, 66,+4, 2 -— -(—ı) 7 «| 
Si Yon Burn Gt ant het Gest (a — (ehr), 


105. Lorsque x est égal au nombre pair 2p, nous avons de même 


BrP = (— Vy | 73 À [atin gun hot. nartde Bec öd... (ak — ri (ae he (1 hi] 


| Yo [atte rt... 18 ute rt, | (2 — Ari rte (pr — nf} 
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CHAPITRE V. 


EXPRESSION DES COEFFICIENTS A L'AIDE DES CHEMINS BINAIRES. 


e 


$ I. — Coefficients de À" x:. 


106. Considérons d’abord le cas ott x est égal au nombre impair 
2p + ı. Il suit immédiatement de ce qui précède que nous pouvons 
poser 


AG ra (a (ot IR Rh a (A 


et qu’alors 


. 19 Oren) | 
got . P+7,9,8 


Tout revient à calculer a?‘ ou bien 2,77). Cette dernière expres- 


P1 40% u" 
sion se déduisant immédiatement de celle de f °°), nous trouvons (60) 


aire? Yafınansn...anfernan.. 
> hit, (mél |: 


welih,—--1)! w, AUTEUR 





107. Dans le cas où x est égal au nombre pair 2p, nous pouvons 
poser de même 


AU a) (1 Bat fn pere a ae ae (ra Re 
et nous trouvons (67) 
a = Sol a Ah: Ghs .. rd 38,+d, Bete: 


- yır- (Wi -+ Liu om, (a, 4 hs — ı)! hae, 
u rar (h, - 7 1)! at th, — 1)! L "| 
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$ II. — Coefficients de u’(z) et de v* (x). 
108. Supposons x impair et égal à 2p + 1. Alors nous avons 


(2p+1) — i 1)¢ Je (1 __ OL Lie (2%: — 1) — mer" (ak? _ 1,92 | (1 — ht +... 


gr Aa 


EN (9 fea nl — Kat +], 


rot 


+ i—i)fm 


Ner+) tl 1) (de _] jp [nieer (2 — Ar)ıe __ net") (2 __ jrig-e the? 1 +... 


g,r,0 COL 


41-1)! nee (2 — Roger 

Dans la première formule, remplaçons 1 — k? par A? — ı, et, dans 
la seconde, A? — 1 par 1 -- A?. Il n’y aura plus en évidence, entre les 
crochets, que le seul signe -+-, et en dehors le facteur (— ı)° sera rem- 
placé par (—1)%t®, c’eét-à-dire par (— 1}. 

Remplacons de même, dans la première formule, 24? — ı par 
1 — 2A?, et, dans la seconde, 2 — A? par A? — 2. Nous introduisons 
ainsi partout le facteur (— 157 qui, multiplié par (— 1)°, donne {— 1}. 

Enfin, en passant de M et N à B et C, nous devrons multiplier 
encore par (— 1)’, de telle sorte que chaque expression, prise dans son 
entier, sera multipliée par (— 1j??, c’est-à-dire par -- 1. | 

Nous aurons donc, en désignant par bee et oor les coefficients 


respectifs de (1 _ of? je—<--2i 420+21 (k? _ pre et de (fg _ 27 e-2i (J — f pp 


dans les développements de B’?*” et 0”, 


(2p+1)  (ap-+t) 
Duni Mani ’ 


(2p+-1) . Pt) | 


grt gri 
et, par suite, 
Dr). Ger). at yo |» 3h Dhs... 28 erde... 
1 


grt roi 2r-:- 
SL D (work h,--1)! 12" (M+ To PE 37.,..1. 
vl)! wlih--ı)! 


Cp) __ 
D, [7 i 
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109. Nous trouvons de même, pour x égal au nombre pair 2p, 


= 20 Puh. tert nr era. VI ar gre We Gon. 


ni wyl(h w,!(h;—1) 














110. Cette égalité des deux coefficients 5°) ,, c’*’, montre que les 
développements de u”(x) et v™(a7) se déduisent l’un de l’autre avec la 


plus grande facilité. 


CHAPITRE VI. \ 
FONCTIONS GENERATRICES DES COEFFICIENTS at), bi), ct). 


§ I. — Coefficients de A"(r). 


111. Il suit de ce qui précède que les suites formées par les coef- 
ficients a" et a’, lorsque g prend des valeurs entières consécu- ' 


tives, tandis que p et restent constants, ont pour fonctions généra- 


trices respectives 
UlCe+!) 


(1 — 12z)B*(n 32)" (1 53)... 
Uc) __, 
(1 —2?3) "(1 — 43)" (1 — 62)... 


les numerateurs de ces deux fractions étant, par rapport à z, de degrés 
inférieurs aux degrés respectifs des dénominateurs. 


112. Ici rp est égal à zéro et RP à p: donc nous avons 


H, = H, = i: =..=H,=i-+ı, 
H,. = 1, 
i= if 
B,.= 1; 


Ann. de l’Ec. Normale. 2* Série. Tome VI. — SEPTEMBRE 1897. fo 
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donc nos deux fonctions génératrices peuvent s’écrire 


UCe+) 
Fr nn 
Il [i En (24 + 12] x | | I — (2t +1)?2]Pti+— 
! { 
° prt 
Uce) 
TI 
e — (2¢)?2|'*' — (ot'higlr+iti-t 
[Lt (22)? | <UL (2t4}2] 
1 p+ 


§ II. — Coefficients de p*(x) et de v*(z). 


113. Les coefficients égaux b!”*", ct" d’une part, les coefficients 


ri 9 Tqrıi 


égaux b°?, cf? de l’autre, où g prend des valeurs entières consécu- 


rb? quri 
tives, tandis que p, retz restent constants, ont pour fonctions géné- 
ratrices, les premiers, la fraction 


UlCe+) 


(1 — 123)P(1 — 373)" (1 — Sta) 


les seconds, la fraction 
Up) 
(1 — aa) (1— 42s) (1 — Ez)... 


114. Dans ces deux fractions, les exposants consécutifs de chaque 
dénominateur forment une suite d’entiers consécutifs croissant jusqu’à 
i inclusivement, lesquels sont suivis d’entiers tous égaux à & + 1, les- 
quels sont suivis enfin d’entiers consécutifs décroissants, dont le pre- 
mier est égal à @ et le dernier à l’unité. Le premier de tous ces expo- 
sants est égal à l’unité si rp est supérieur ou au moins égal à &; il est 
égal à +1 — rp si l'indice ¢ est supérieur à rp. En d’autres termes, 
la première valeur qu'il faille donner à ¢ est celle du premier entier, 


nul ou positif, qui rend ë + 1+ ¢ — rp supérieur à zéro, dans le cas 
où x est impair, et, dans le cas où 7 est pair, celle du plus petit 
entier supérieur à zéro, qui rend supérieure à zéro la même quantité 
++ — rp. 
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Appelons + cette premiere valeur de ¢ (qui peut n’étre pas la même 
dans les deux expressions); les fractions précédentes pourront s’écrire 





. UGr+1) 
IL. [1—( (zetipalerr xT] [a — (aé+1) xT [1—(2t+-1) 2] ne 
Tp RP+1 
Ur) 


IL [1 — ( 2!) ax [1 — ( sex TI [1 — (ating ree 


RP+1 


115. Il va sans dire que, si rp était nul, la plus petite valeur de ¢, 
suivant que 7 serait impair ou pair, devrait être zéro ou l'unité. 


CHAPITRE VIL. 


EXPRESSION ANALYTIQUE DES COEFFICIENTS a, J, c. 


§ I. — Coefficients de A*(x). 


116. Nous avons trouvé, dans le Chapitre précédent, la fonction 
génératrice des coefficients a/;- En nous reportant au Chapitre VII de 


-la première Partie, nous voyons immédiatement que les coefficients 


a‘), af), a‘), ... forment une série récurrente proprement dite, dont 


la loi est résumée, suivant que r est impair ou pair, par la premiere ou 
la seconde des équations suivantes : 


P p+i 
ILE — (at+1} ex J] le — (at + ri} ]P+itit — 0, 
p+ 
P p+i 
ILE (er xT] [2 — (aero. 
1 p+1 


40. 
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117. Pour la première de ces équations, le degré est 
(+1)(p+ı)+3ili+); 


pour la seconde, il est 
(¢+i)p+te(i+t). 


Tels sont aussi les ordres des deux séries récurrentes, formées par 
les coefficients a®P*+' et a®P, 


118. D'après le Chapitre VII de la première Partie, nous pouvons 
écrire les deux formules suivantes : 


p pri 
= =) = art +) x(q) (22 + 1)" 
0 pri 
p+i 
a? -), E(g) (a+ Ÿ Zul) (at) 
pr! 


dans lesquelles £,(g) est un polynôme entier en g, toujours du degré à: 
et E,(g) un polynôme entier en q du degré p +2 — ¢. 


119. Chacune des formules précédentes contient des indéterminées 
en nombre égal à l’ordre de la série récurrente dont elle exprime le 
terme général. On déterminera ces indéterminées par le moyen indiqué 
déjà (84 et 85). 


120. L’équation (116), qui définit la première de nos deux séries ré- 
currentes, admet i + 1 fois l'unité pour racine; si nous supprimons à 
son premier membre le facteur (z — ı)'*', le degré de cette équation, 
comme l’ordre de la série récurrente qui lui correspond, diminue de 
i + 1 unités. On peut voir facilement que la nouvelle série récurrente 


obtenue est formée par les différences d'ordre z + 1 des coefficients 
alee), ater), aver), .... On en pourrait déduire immédiatement l’ex- 


0,8 


pression générale de ces différences. 
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"+ 


§ II. — Coefficients de u”(z) et de »v*(z). 


121. Les fonctions génératrices des coefficients "7", cri", bo, 


cr» dans lesquels q seul varie, nous font voir que ces coefficients for- 


ment une série récurrente proprement dite, dont la loi est représentée, 
lorsque rest impair, par l’equation 


rp—1 RP KP +i 
IL [3— (21 +1)JiH+- ”<]J, [z—{at+i}le x IL [s—(a¢—+1)*}'-+RP =o, 
* rp KP +1 


et, lorsque z est pair, par l'équation 


rp— i . RP BP +i 
IL [z — ( at} rere xT, [z— ( (at): x IT [2 — ( (24 Pl+- HP — 0, 
‘ RP +1 


t ayant la signification indiquée précédemment (114) et n'étant pas 
forcément le même dans les deux équations. 


122. Chacune de ces équations a un nombre de racines égal à 
1(ai+i +t—rp)(rp—t)+(i+1)(R RP — rp +1) +4i(i +1). 
Tel est aussi l’ordre de la série récurrente. 


123. Nous pouvons donc poser, en général, 


ri RP+i 
pcre) = =), X(g}(at+1) yar E(qg)(2t+1)#+ y Ee(q) (2-4-1), 
BP +1 
rp—1 KP + 4 
Br) =. =) %(q) (at) DE (at) + Ÿ Ela) (2 4)", 
RP +1 


et, dans ces formules, x,(g), (4), &(q) représentent des polynömes 
entiers en q, dont les degrés sont respectivement 


i+t—rp i; i—t+RP, 
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124. Chacune de ces deux dernières formules présente uh nombre 
d’indéterminées égal à l’ordre de la série récurrente qui lui correspond. 
On calculera ces indéterminées par le procédé habituel. 


125. Dans tout ce que nous venons de dire sur les coefficients de 
p(s) et de v"(z), nous avons supposé rp supérieur à zéro. Si rp était 
nul, le premier [| des équations et le premier Ÿ des formules géné- 


rales disparaitraient. La premiere de toutes les valeurs de ¢ serait zéro 
si x était impair, l'unité si z était pair. 





TROISIÈME PARTIE. 


DÉVELOPPEMENTS DÉFINITIFS. 





CHAPITRE 1. 


DÉVELOPPEMENT DE "{x). 


§ I. — Forme de A”. 


126. Quelle que soit la valeur paire ou impaire de l’exposant A 
nous avons (106 et 107) | 


AM Sa (+ hr + a (1+ deh +... Fall (a er te... 
Il résulte évidemment de cette formule que A,” est un polynôme 
entier en A?, et, par suite, que nous pouvons poser 


A” — a" + a n) 


( (x) (*) Loi 
ne pi bait... Has +... 
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127. Nous nous proposons de calculer a"; en fonction de g, l’in- 
dice : étant supposé constant. 


§ II. — Forme de a”. 


128. En comparant le développement de A,” en fonction des quan- 


tites a” au développement de la même expression en fonction des 
quantités af”, nous trouvons 


De al a” 2 (x) s . 
Loi — + | EL. qvi—t + Yo oi: + Yin Lis Fr.) 
les symboles Y,_,..» Yu Y,_,,, -.. représentant respectivement 


les nombres de combinaisons simples de g— 21 + 2, g — 21+ 4, 
g— 21+ 6, ... objets, pris1 41,24 2, 3483, 

129. Cette formule nous permet d’établir que «°° est absolument de 
la même forme que a!”, c’est-à-dire est la somme algébrique des puis- 
sances gl" des nombres 


3°, 5°, ..., (2p+2i+n), 


ou des nombres 
2, 41, 6, ..., (ap +2i), 


suivant que z est pair ou impair, multipliées respectivement par des 
polynômes entiers en g, dont nous avons indiqué les degrés. 


D'abord il est visible que «/’; contiendra les puissances q“"* de ces 
mêmes nombres et celles de ces nombres seulement. Reste à voir si les 
degrés des polynömes en g correspondants sont dans af les mêmes 


que dans af. 
Il en est ainsi dans le premier terme du développement de af, 
puisque ce premier terme est justement af. 


Dans le second terme, les polynömes fournis par a.) ont tous leurs 
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degrés moindres d’une unité. Mais ils sont tous multipliés par Y, ..» 


qui est du premier degré en g. Donc, dans ce second terme, les poly- 
nömes en q ont mêmes degrés que dans le premier. 
Il en est encore de même des polynömes du troisième terme, puisque 


ceux-ci résultent des polynômes fournis par a‘,, dont les degrés 


gi2? 
sont moindres de deux unités, multipliés tous par Y,_,,,, c’est-à-dire 


par un polynôme du second degré en q. 
Et ainsi de suite. 


130. En résumé, le coefficient «°° se présente exactement sous la 


même forme que le coefficient a. 


CHAPITRE II. 


. DÉVELOPPEMENT DE p*(z). 


§ I. — Forme de BY”. 
131. Des formules (94), jointes aux formules (108) et à la défini- 
tion de b%,, nous déduisons l’expression suivante : 


p+q 
B® =) he [67 „(al pe (1 — 2 hiiseha(l ir) + D (ra ke —1)'+... 


gır,2 


132. Il est évident ainsi que B{” est un polynôme entier en 4°. Nous 
pouvons donc poser 


BY) pr. . Her... 


133. Nous nous proposons de déterminer l’expression analytique 
de ß{ en fonction de la variable g, l’indice ¢ étant supposé constant. 
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§ II. — Forme de GB. 


134. Pour obtenir cette expression de Pr, nous allons chercher le 


coefficient de A? correspondant, dans ley précédent (131), à chaque 
valeur de r; puis nous ajouterons tous ces coefficients. 

Il suffira évidemment de considérer les valeurs de r depuis r=o 
jusqu’à r = p +1, car les valeurs supérieures à celle-ci ne donneraient 
aucun terme en #*. Cette remarque permet d’abréger le calcul de 
B!°. En effet, elle remplace la limite p + g par la limite p + 1, et z, qui 
ne peut dépasser g, lui est en général inférieur. 


135. Supposons d’abord r supérieur à p. Nous avons à trouver le 
coefficient de # dans le développement 


ace) [En — a) aa) (le 1) +) (ra (ata) +... 


Il est visible que ce coefficient est égal a b's plus bs 


multiplié par un polynôme du premier degré en g; plus b", ,_,_,, mul- 
tiplié par un polynôme du second degré en g, et ainsi de suite. 

En raisonnant comme nous l’avons fait plus haut (129), nous voyons 
que le coefficient ainsi formé est exactement de la même forme que 
son premier terme, c’est-à-dire que b”. _, ,. 

136. Supposons, en second lieu, r égal à p. Il s’agit pour nous de 
calculer le coefficient de A?‘ dans le développement, ordonné suivant 
les puissances de 4, de l’expression 


be a(t — 2h} + be (1 — 2h12 tht —1) + ONE — oki hf ap +... 


Ce coefficient est évidemment égal au nombre 5°") ,; plus le nombre 


bi" multiplié par un polynôme du premier degré en g; plus le 


Ann. de l’Éc. Normale. 2° Série. Tome VI. — Sepreuez 1877. At 
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nombre 5”) _,, multiplié par un polynôme du second degré en g, et 


ainsi de suite. 
Et l’on verrait facilement encore que le résultat final est exactement 


à (=) 
de la même forme que D/”, . 


137. Supposons enfin r inférieur à p. Il nous faut chercher le coef- 
ficient de #*{ dans l’expression 


(ap [7 a — 2h ee + BO (1 alle) +60) (1 ame (ht a} +. 


Ce coefficient est évidemment égal au nombre b!”’; plus le nombre 


5, multiplié par un polynôme du premier degré en g; plus le 


gorst— 


nombre b‘” 


gor t—3 
et ainsi de suite, 
Et l’on prouverait encore que ce coefficient est exactement de la 


, multiplié par un polynôme du second degré en q, 


même forme que °°’ 


gr“ 


138. 11 suit de tout cela que ß{’} est de la même forme que l’ex- 


pression 
p+i 
(=) (=) 
y bol ee 


0 p+t 


abstraction faite des simplifications qui se pourraient présenter dans 
cette dernière expression. 


139. Dans cette somme (138), remplaçons chaque 5) par son ex- 
pression analytique. Nous obtenons évidemment £% sous la forme 


d’un polynôme dont chaque terme contient la puissance g“®° du carré 
d’un nombre entier, multipliée par un polynôme en q. 


Pour déterminer la forme finale de f7;, nous avons donc à résoudre 


ces deux questions : d’abord déterminer les nombres entiers dont les 
carrés y sont élevés à la puissance g**; ensuite déterminer le degré 
du polynôme entier en g, qui multiplie chacun de ces carrés. 
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140. Les nombres entiers dont les carrés sont élevés à la puissance 
g'=° ont la forme 24 + 1 ou 22, suivant que z est impair ou pair. 


Dans 5°" , j étant quelconque, la plus grande valeur (121) de ¢ est, 


dans tous les cas, RP +; la plus petite est r, cette limite + étant dé- 
finie comme précédemment (114). De là ces conséquences : 

La plus haute valeur de ¢, dans tous les 5” de la formule précé- 
dente (138), est égale à p +; et chacun de ces 5 donne un terme 
présentant cette valeur maxima de t; 

Celui des coefficients 6 qui donne la plus petite valeur de ¢ est le 


coefficientb”,.. Cette plus petite valeur de ¢ est le plus petit nombre 
entier, non négatif si est impair, supérieur à zéro si x est pair, qui 


rende supérieure à zéro l'expression & + 1 + ¢. En d’autres termes, 
c'est zéro si x est impair, et l’unité si x est pair. 
Donc le coefficient ('") présentera, si x est impair, la suite des puis- 


sances 
1, 3%, 5%, ..., [2(p+i)+1}#; 
et, si x est pair, la suite 


24, 4%, 6%, ..°, [2a(p+i)}r. 


Nous pouvons remarquer que le terme 5\"), présente à lui seul, exac- 


tement et complétement, suivant que z est impair ou pair, l’une ou 
l’autre de ces deux suites. 


141. Cherchons le degré du ‘polynôme entier en q qui multiplie 
chacune de ces puissances 2q'™**, c’est-à-dire les valeurs des degrés 
correspondant aux valeurs successives de £. 


Considérons un 5’), 


valeurs successives de z, prises dans l’ordre décroissant, y sont 


quelconque de la formule précédente (138); les 


P+i p+i—1, p+i—2, e@ery Te 


Les valeurs des degrés correspondant à ces valeurs décroissantes de ¢ 
forment une suite de nombres entiers consécutifs croissants, dont le 
premier est zéro, suivis d’enticrs tous égaux à la valeur maxima J, 


At. 
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lesquels terminent la suite ou sont suivis eux-mêmes d’entiers consé- 


cutifs décroissants. 
La plus haute valeur de £ est la même dans tous les 6 de la formule 
que nous étudions; le nombre des valeurs de ¢ ne dépasse, dans aucun 


des 5” considérés, ce qu’il est dans 5‘ ; le maximum / ne dépasse ja- 


ui? 
mais non plus la valeur qu'il atteint dans ce même coefficient 5’, .. 


Donc, dans la formule considérée (138), le degré du polynôme, en- 
tier en g, correspondant à une valeur déterminée de ¢, est le même que 


dans b‘* 


qui 


142. En résumé, le coefficient cherché BF? est exactement de la 


même forme que b!° 


Ae 


CHAPITRE II. 


DEVELOPPEMENT DE (x). 


(=) 
§ I. — Forme de C, . 


143. Des formules (94), jointes aux formules (108) et à la definition 
de c’*’,, nous déduisons l'égalité 


Pe 
ci? =) | 1— A2 [ of?) (a+, (k—a)s-e1 (1 —h)+e™) (A3— a) (x —h)+...], 


qui nous montre que C,” est un polynôme entier en &?. 


144. Nous ne pouvons, dans le cas actuel, ordonner comme dans 
le cas précédent (132), par rapport aux puissances croissantes de 4°, 
parce que le coefficient de A”, par exemple, au lieu de dépendre seule- 
ment d’un nombre de termes constant avec l’exposant z et indépendant 
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de g, est fonction d’un nombre de termes qui varie avec g, lors même 
que l’exposant : demeure invariable. 


145. Nous ordonnons donc par rapport aux puissances décrois- 
santes de A?. 


Pour cela, nous reprenons la formule (143), qui nous donne C!”, et, 


dans l’expression qui suit le 2, nous divisons le polynôme entre cro- 
chets par (A?)-*, et la partie extérieure par (#?)° mis sous la forme 
(A?)e (42. Tout le second membre de l’Egalite se trouve ainsi divisé 
par (42); et, en rétablissant le facteur 477 en avant du 3, nous pouvons 
écrire 


ei) 
Lee) aC BB) GI) I 


Dans cette nouvelle formule, ley est un polynôme entier au 7 que 
nous pouvons écrire 


Il s'ensuit que nous avons 
Co jh ler + Yet Yt + pe, 


“ et nous nous proposons de déterminer la forme analytique de y” en 
fonction de g, l'indice z étant supposé invariable. 


§ II. — Forme de y. 


146. Si nous nous rappelons que c;"), et b/',, sont égaux entre eux, 


nous voyons immédiatement que le) de la formule précédente (145) 


n’est autre chose que l’expression même de B°°, dans laquelle on aurait 
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remplacé A? par 7, Done co}, ordonné par rapport aux puissances 


croissantes de - Ti “doit présenter les mêmes coefficients que BY” ordonné 


— At 2 


par rapport aux puissances croissantes de &?. Donc Yi = qi 


Or le coefficient £,7; est exactement de la même forme que bl’), et 


ce dernier coefficient est égal à c'"),. Donc le coefficient y? est de la 


(=) 


même forme que c,,, ,. 


CHAPITRE IV. 


RÉSUMÉ. 


§ I. — Forme des coefficients «{”), f3(*), y(*), 


147. D'après ce qui précède, les coefficients af"), 8°, y{® ont res- 


pectivement la méme forme que les coefficients a nr 


148. Donc les coefficients (') a?*?, BOrtY ‚er " sont tous les trois 


de la première, ete”, Bir, Yu tous les trois de Ja seconde des deux 


formes suivantes : 


p p+i 
DE (tr +S ela (22+ 1), 
P pri 
Egal +) Eg) (26, 
1 p+i 





—-— | — | 


(mn mn ms nes eee 


(') Afin de prendre date, nous avons consigné ces derniers résultats dans une courte Note 
que notre illustre maître, M. Hermite, a bien voulu présenter à l’Académie des Sciences. 
Voir Comptes rendus, séance du 10 juillet 1876. 
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dans lesquelles =,(q) est un polynôme entier en g toujours du degré ;, 
et &,(g) un polynôme entier en g du degré p + 1 — 1. 


§ II. — Séries récurrentes et fonctions génératrices. 


149. Donc les coefficients ai"), (\"), 7, où g est variable et ¢ con- 
stant, sont chacun les termes d'une série récurrente proprement dite. 
Si m est impair et égal à ap + 1, cette série est définie par l'équation 


p+i 


Le (2t+i) + <]]! 2 — (2t +1) Ptit 0, 


p+1 


dont le degré est (p + ı) (+ 1) +4i(i-+1). 
Si x est pair et égal à ap, cette serie est définie par l’équation 


pri 


ILe-: at} xT] [2 — ( 2t} ]Jp+i#it = 0, 


p+i 


dont le degré est p(t +1) + $¢(i +1). 


150. La fonction génératrice de cette série récurrente est, dans le 
cas où 7 est impair, 


UGr+1) 
pe? 
IT. [}—(ae-+apal x IT [i — (22 qr zipritit 
0 pH 
et, dans le cas où x est pair, 
UCP) 
7 pee =; 
IT [1— ( (22) 15 a IL! | — (22)? 2 ++: 
pri 


et, dans chacune de ces fractions, le numerateur est un polynöme 
entier en 3, de degré inférieur au degré du dénominateur. 
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m . . ) (2p+0) 
151. Les différences d'ordre i + ı des coefficients ae" Bu Drau eal 


sont aussi chacune le terme général d’une série récurrente proprement 
dite, dont l’équation s'obtient en supprimant, dans celle des équations 
précédentes qui correspond aux valeurs impaires de x (149), le fac- 
teur (z — 1)*' relatif à celle des racines de cette équation qui est 
égale à l'unité. 

On pourrait écrire immédiatement, soit l'équation, soit la fonction 
génératrice de cette nouvelle série. 


§ III. — Détermination des constantes. 


152. Il se présente, soit dans l’expression des coefficients a, ß, y, 
soit dans le numérateur des fonctions génératrices, un certain nombre 
de constantes indéterminées. On calcule les valeurs de ces constantes 
qui répondent à des valeurs données de l’exposant r et de l’indice i de 
la façon indiquée plusieurs fois déjà. 


153. En procédant ainsi pour les coefficients 


(x) a” (x) 


ai? gi? Yq ’ 


on arrive, non plus seulement à la forme, mais à l'expression même 
de ces coefficients, de sorte que le probleme que nous nous étions 
proposé de résoudre nous parait résolu. 


oo om om <= 


APPLICATION 


DE LA 


THÉORIE DES COMPLEXES LINÉAIRES 


A LETUDE 
DES SURFACES ET DES COURBES GAUCHES, 


Par M. Emme PICARD, 


ÉLÈVE A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 





I. On sait que Plucker a appelé complexe de droites l'ensemble des 
droites de l’espace dont les coordonnées vérifient une relation donnée. 
Il a examiné particulièrement, dans sa Nouvelle Géométrie, les com- 
plexes linéaires ou du premier ordre et les complexes du second ordre. 
L'objet de ce travail est l’application de la théorie des complexes 
linéaires à l’étude de certaines courbes et de certaines surfaces. 

La première Partie est consacrée à l'étude des courbes dont les tan- 
gentes appartiennent à un complexe linéaire. Des considérations géo- 
métriques me donnent leurs équations générales débarrassées de tout 
signe d'intégration. Ces courbes possèdent un certain nombre de points 
remarquables, où le contact de la tangente avec la courbe est du se- 
cond ordre. Je recherche la forme de la courbe dans le voisinage de ces 
points. Passant ensuite aux courbes unicursales, je donne les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour qu’une courbe plane unicursale 
puisse être considérée comme la projection d’une courbe gauche uni- 
cursale, dont les tangentes font partie d’un complexe linéaire ayant 
son axe perpendiculaire au plan de la courbe plane. 

Dans la seconde Partie, j’étudie les surfaces réglées dont les généra- 
trices appartiennent à un complexe linéaire. Cette étude repose sur une 
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propriélé des équations de Riccati. La recherche des lignes asympto- 
tiques d’une surface réglée dont les génératrices appartiennent à un 
complexe linéaire peut être ramenée à une quadrature. Je fais ensuite 
des applications à certaines surfaces, en particulier aux surfaces ré- 
glées du troisième ordre et à celles du quatrième ordre, ayant pour 
courbe double une cubique gauche. 

Je termine en recherchant les surfaces dont les normales appar- 
tiennent à un complexe linéaire, et en indiquant l’analogie qui existe 
entre l’étude des surfaces réglées et celle des surfaces ayant un système 
_ de lignes de courbure circulaires. 


PREMIÈRE PARTIE. 
2. Soient 


(1) z=as+p, youbs+q 


les équations d’une droite. 
On obtient un complexe linéaire en assujettissant les paramètres va- 


riables a, b, p, g à la condition 
(2) La+ MoO+N—Qp+Pg—Ri(ag — bp) =0, 


dans laquelle L, M, N, P, Q et R désignent des constantes. 

Un point (x, y, z) étant donné, on sait que toutes les droites du 
complexe passant par ce point sont dans un plan que l’on appelle le 
plan polaire du point. L’equation du plan polaire du point (x, y, z) est 


(3) (L+Qz—Ry)(X—2x)+(M+Rze—Ps)(Y—y7) 
+ (N+ Py —Qer)(Z—s)=0; 
supposons maintenant que, dans les équations (1), @, 6, p, g repré- 
sentent des fonctions d'un paramètre variable a; ces équations déter- 
mineront les génératrices d’une surface réglée, et ces génératrices 
feront partie du complexe, si les fonctions a, 6, p, g vérifient la rela- 
tion (2), quelle que soit la valeur du paramètre a. Nous avons ainsi 
une surface réglée dont les génératrices font partie d’un complexe 
linéaire. Le plan tangent en un point de cette surface ne sera pas, en 
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général, le plan correspondant à ce point dans le complexe. Sur chaque 
génératrice il y a deux points seulement jouissant de cette propriété. 
Considérons, en effet, un plan variable passant par cette génératrice. 
Le pôle de ce plan et son point de contact forment sur cette droite 
deux systèmes de points homographiques. Les deux points doubles de 
cette homographie sont les points de contact de leur plan polaire avec 
la surface. 

Cherchons l’équation du second degré qui donne ces deux points. 
Nous exprimerons que le plan polaire du point (x, y, 3), donné par 
l'équation (3), est tangent en ce point à la surface, en écrivant qu’il 
contient la tangente à la courbe de la surface obtenue en laissant z 
constant et en faisant varier a; x et y sont alors deux fonctions de a, 


et l'on a 
dx ={(as+p')da, dy=(b's+4q')da, dzs=o0, 


a’, b’, p et 7 étant les dérivées de a, b, p et g par rapport à @. 
Remplaçons, dans l'équation (3), X — x, Y— y, Z — z respective- 
ment par ces valeurs de dx, dy, dz; nous obtenons l'équation 


(4) (L+Qz—Ryr)(az+p)+(M+Rz—P3z)(b"3+ g’) =0. 


Si, dans l’équation (4), on substitue à x et y leurs valeurs (1), on aura 
l’equation du second degré en z, donnant sur la génératrice détermi- 
née par « les deux points où le plan tangent à la surface coincide avec 
le plan polaire. 


3. Le lieu des points ainsi obtenus forme sur la surface une courbe 
telle, que ses tangentes appartiennent au complexe linéaire dont font 
partie les génératrices de la surface; car la tangente en un point quel- 
conque de la courbe est une droite du plan tangent passant par le foyer 
de ce plan. Les courbes dont les tangentes font partie d’un complexe 
linéaire jouissent de cette propriété remarquable : les points de contact 
de tous les plans osculateurs qu’on peut leur mener par un point quel- 
conque sont dans un méme plan passant par ce point. M. Appell a, 
en effet, montré dans son travail sur les cubiques gauches que, quand 
toutes les tangentes d’une courbe appartiennent à un complexe linéaire, 
le plan polaire de chacun des points de cette courbe lui est en ce point 
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osculateur. It suit de ce théorème que les points de contact des plans 
osculateurs menés par un point quelconque sont dans le plan corres- 
pondant à ce point, car les foyers de tous les plans passant par un point 
sont situés dans le plan qui lui correspond. 

Soit un plan quelconque P. Si A est un point où P rencontre la 
courbe considérée, le plan polaire de A, ou, ce qui est la même chose, 
le plan tangent en A à la surface devra passer par le foyer F du plan: 
donc la droite FA est tangente en A à la section faite par P dans la 
surface. Réciproquement, soit A le point de contact d’une tangente 
menée à cette courbe par le foyer F. Le plan mené par AF et la géne- 
ratrice de la surface passant en A est tangent en ce point à la surface. 
D'autre part, le pôle de ce plan est le point A, puisque AF et la géné- 
ratrice passant en A sont deux droites du complexe; A est donc un 
point de la courbe que nous étudions. Ainsi les points où celle-ci ren- 
contre le plan P sont les points de contact des tangentes menées par 
le foyer F du plan à la section qu'il fait dans la surface. Dans le cas où 
la surface et, par suite, la courbe sont algébriques, cette considération 
permet de déterminer le degré de la courbe : on voit qu’il est égal à la 
classe d’une section plane quelconque de la surface. 

La courbe est une ligne asymptotique de la surface. Le plan oscula- 
teur à la courbe en un quelconque de ses points est, en effet, le plan 
polaire et, par suite, le plan tangent à la surface en ce point. 


4. Inversement, toute courbe dont les tangentes font partie d’un 
complexe linéaire admet le mode précédent de génération. Considé- 
rons, en effet, un point quelconque A d’une telle courbe. Menons ce 
plan osculateur à la courbe en ce point. Ce plan coupe la courbe au 
moins en un second point B (je laisse de côté la cubique gauche, 
pour laquelle la propriété se vérifie aisément). Les droites AB sont les 
génératrices d’une surface réglée. Si nous cherchons sur cette surface 
la courbe que nous venons de signaler (2), nous trouvons la courbe 
proposée. En effet, puisqu'il y a sur chaque génératrice de la surface 
deux points seulement pour lesquels le plan tangent et le plan polaire 
coincident, ces deux points sont nécessairement les deux points de la 
courbe considérée. 

Toutes les courbes dont les tangentes appartiennent au complexe 
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défini par les six constantes L, M, N, P, Q et R satisfont à l’équation 
différentielle 


5) (L+Qz—-Ry)dr+(M+Rxr—Pz)dy+(N+Pyr—Qx)dz=o. 


On obtient cette équation en remplaçant, dans l’équation du plan po- 
laire, les quantités (X — x), (Y — y) et (Z — z) par dx, dy et dz. 

La réciproque que nous venons d'établir permet d'intégrer en termes 
finis l’équation (5), c'est-à-dire de trouver des expressions de x, y, z 
en fonction d’un paramètre «, débarrassées de tout signe d'intégration 
et satisfaisant à l'équation précédente. Ces expressions sont données 
par les équations (1) et (4); a, 5, p, g sont des fonctions d’un para- 
mètre variable «, qui sont uniquement assujetties à vérifier la con- 
dition (2). On voit que les expressions de x, y, 2 contiendront deux 
fonctions arbitraires, car l’une des fonctions pourra être prise pour 
paramètre variable. 

Les considérations suivantes conduisent à des formules ne renfer- 
mant qu'une fonction arbitraire. Prenons l’axe des z pour axe du com- 
plexe, et soit ag — bp = k l'équation de ce complexe. L’équation du 
second degré, donnant sur chaque génératrice les points où le plan 
tangent et le plan polaire coincident, est, en remplaçant x et y par 
leurs valeurs, 


(bz+g)(az+p')—(b’z+q)(azs+p)—=o. 


Supposons. que nous ayons une surface telle que ab’— ba = 0, 
c'est-à-dire que z = C, C étant une constante. L’équation précédente 


sera du premier degré. La surface est alors une surface réglée à plan 
directeur; le plan représenté par l’équation ba — ay — 0 est, en 
effet, parallèle à toutes les génératrices de la surface. 

Considérons maintenant une courbe dont les tangentes appartiennent 
à un complexe linéaire. Menons par l’axe de ce complexe un plan P. 
Soit m un point quelconque de la courbe. Le plan osculateur à celle-ci 
en m et le plan mené par ce point parallèlement au point P se coupent 
suivant une droite mn. Le licu de cette droite est une surface réglée, 
dont les génératrices font évidemment partie du complexe linéaire : 
c'est une surface réglée à plan directeur. Si l’on cherche sur cette sur- 
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face la courbe pour tous les points de laquelle le plan tangent à la 
surface et le plan polaire coincident, on trouve la courbe dont nous 
sommes partis. Elle n’a évidemment qu’un seul point sur chaque géné- 
ratrice. 

Un complexe étant donné, prenons son axe pour axe des z. Considé- 
rons les surfaces réglées dont les génératrices font partie de ce com- 
plexe et sont toutes parallèles à un plan passant par l'axe du complexe, 
plan que je puis supposer être le plan des zx. Une telle surface est 
donnée par les équations 


(6) T=a3+p, y=9 


et l'on a ag =K, K étant une constante. 
L’équation du premier degré donnant sur chaque génératrice le 
point où le plan polaire et le plan tangent coincident est ici 


(7) q(a'z + p')—q'(az + p) =o. 

Les équations (6) et (7) définissent une courbe dont les tangentes 
appartiennent au complexe linéaire. ° 

Ces équations donnent 
apa pe‘). 


? 


—PY+P9I, „g :— 
FT ag TM FS >Kg 


p et q sont deux fonctions arbitraires d’un paramètre a. 


5. Le plan osculateur en un point d’une courbe gauche a, en géné- 
ral, avec cette courbe un contact du second ordre. Pour certains points 
de la courbe, le contact peut être du troisième ordre. En ces points le 
plan osculateur a quatre points confondus communs avec la courbe. 
Les coordonnées x, y, z d’un point quelconque de la courbe étant expri- 
mées au moyen d'un paramètre, les valeurs de ce paramètre corres- 
pondant aux points où le plan osculateur est stationnaire sont données 
par l'équation 

dx dy dz 
[8] dx dy dz |—=0o. 
dx dy d: 


Or supposons maintenant que les tangentes de la courbe appar- 
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tiennent à un complexe ayant pour axe l’axe des z, c’est-à-dire que 


x dy — y dx = K di, 
on aura 


d'3 = re (x dy — y dx), d’z = K (xdhy — y dx + dx d'y — dy d'x. 


Substituons ces valeurs de dz, d?z et d*z dans l'équation (8); elle 
devient 

dx dy xdy —ydz 
=o 


dx dy xdy—-ydx 
dx Py zdy— yd'z-+daxd’yr— dyd’xz 





ou 
dx dy xdy —ydx dx dy o 
Px Py xdy-yd&x|+|àx dy o = (ded’y— dydix; — 0. 
Px Py zdy— yd'z dx dy dzdy—dyd'x 





Nous voyons que l’équation qui donne les points cherchés a pour 
premier membre un carré parfait. 

La tangente en un point d’une courbe gauche où le plan osculateur 
est stationnaire n’a pas, en général, avec la courbe un contact d’un 
ordre plus élevé qu’en un point quelconque, c’est-à-dire que ce contact 
est du premier ordre. Nous allons montrer qu’aux points donnés par 
l’equation (8), dans le cas où les tangentes de la courbe font partie 
d’un complexe linéaire, le contact de la tangente avec la courbe est du 
second ordre. La tangente en un point (x, y, z) d’une courbe a avec 
celle-ci un contact du second ordre, si 


(9) we = Goa. 


On exprime ainsi que les projections de la courbe sur deux quel- 
conques des plans de coordonnées ont en ce point avec leur tangente 
un contact du second ordre. Or, pour les points correspondant aux 
racines de l’équation (8), on a 


dx d'y —dyd'x=0. 
Mais , 
ady —ydx=Kdz,_ et, par suite, xdy—-ydx—Kd;:; 
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donc 
dz dy —dy@z=0. 


Les conditions (9) sont vérifiées. 

6. Prenons un point d'une courbe gauche où le plan osculateur 
soit stationnaire, mais où la tangente n’ait pas avec la courbe un con- 
tact du second ordre. Projetons orthogonalement la courbe sur un plan 
perpendiculaire à la tangente en ce point, que nous désignerons par À, 
et proposons-nous de voir ce que sera sur cette projection le point a, 
projection de A. Au point A le plan osculateur ne traverse pas la 
courbe; par conséquent, si nous désignons par aw la trace du plan 
osculateur sur le plan de projection, la courbe projection sera tout 
entière du même côté de aw, dans le voisinage de a. Ce point est un 
point double pour la projection, car tout plan passant par la tangente 
a en A un point double de rencontre avec la courbe. D’autre part, la 
tangente en ce point est unique : c’est la trace aw du plan osculateur. 
Le point a est un point de rebroussement de seconde espèce. 

Pour le démontrer en toute rigueur, prenons le point @ pour ori- 
gine, la droite aA pour axe des 2, aw pour axe des y, et une seconde 
droite quelconque dans le plan de projection pour axe des x. 

Les coordonnées x, y et z d’un point de la courbe sont des fonctions 
d’un paramètre A, que l’on peut supposer tellement choisi, que pour 
- À = o on ait le point A. Dans le voisinage de A, x, y et z peuvent être 
développés en séries suivant les puissances de A; on aura 


z—Ah'+Ah'+..., 
(10) y= B+ BA +..., 


On doit avoir en effet 4‘ en facteur, dans l'expression de x, puisque 
le plan des zy a au point A quatre points confondus communs avec la 
courbe. 


La seconde des équations’ (10) permet de développer & suivant les 


1 
puissances croissantes de y?, 


h=ay +... 
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En substituant dans la première équation, on obtient pour x le déve- 
loppement suivant : 
z—My'+Ny +. 8 


c'est la forme du développement, relative au point de rebroussement 


de seconde espèce. 

Passons au cas d’un point où la tangente a avec la courbe un contact 
du second ordre. Tout plan passant par la tangente a avec la courbe un 
point triple de rencontre au point de contact. Projetons la courbe 
comme précédemment, ct choisissons les mêmes axes de coordonnées. 
Les formes des développements de x et de y seront 


z=Ah'+Ah'+..., y=Bh+B ht +... 


L'origine est un point triple pour la courbe plane représentée par 
- ces deux équations. La seconde équation permet de développer A sui- 


vant les puissances de ys. 
Ona | 
. h= ay® +...3 
donc 
z= My’ +... 


Il ne passe à l’origine qu’une seule branche réelle, car, sur les trois de- 


4 ° ? 9 ? 
terminations de y?, il n’y en a qu’une seule de réelle. Dans les deux 
cas que nous venons de traiter, la projection permet de se représenter 
nettement la forme de la courbe dans le voisinage du point A. 


7. Nous allons considérer une classe particulière de courbes dont les 
tangentes appartiennent à un complexe linéaire, les courbes uni- 
cursales. 

Revenons aux formules du n° 4, 


+ / 
(11) z= PAT, y=q 


t 


;— UPI — Py), 
Kg 


On obtient des courbes unicursales dont les tangentes font partie du 
complexe linéaire défini par l’axe des z et la constante K, en mettant 
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à la place de p et de q des fonctions rationnelles du paramètre a. On 
peut voir qu’on les obtient toutes de cette manière. 
Soient, en effet, 


z= 9(a), y—=pla), 3—=qla) 


les équations d’une courbe unicursale appartenant au complexe. Nous 
supposons que 9, 9, et 9, sont des fonctions rationnelles de a. 

Prenons q = 9,(a), et voyons si l’on peut déterminer p de manière 
que | | 
(12) pd +pq=g'pla), g(pq—pg) Kg a). 
Retranchons ces équations membre à membre, nous avons 

ee _ Kq' _ pla) _ Kole) 
2pq'= 9'9(a) q palæ) ou P= 7 20,(a) 

La fonction rationnelle p de «, ainsi déterminée, satisfait aux équa- 

tions (12), si l’on a égard à ce que 


Kp,(a)=qia)plæ) — pla) 9, (a). 
Calculons, en effet, pg’+ p'q; nous aurons 


pa ae Ke] à fee Kerle) — anlaleule 


_ Pila)p(x) | Yıla)p'la) Keg; (a) 
2 2 


2 


= 9 (a) 9, (a). 


La premiere des équations (11) est donc vérifiée; il en sera, par suite, 
de méme de la seconde. 
Soient 
Mara -h... bar + bat... 


77 7 9 


(13) P= XL Aa. = Am hama. 





et supposons que les coefficients des différentes puissances de « soient 
quelconques; la courbe représentée par les équations (11) n’aura 
aucun point multiple. En effet, cette courbe aura un point double si, 
pour deux valeurs du paramètre «, les coordonnées x, y et z repren- 
nent la même valeur. Or 
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q devant reprendre la même valeur, on voit qu’il en sera de même 
/ 

de p ei de 7 Si donc on considère p et g comme les coordonnées d'un 


point quelconque d’une courbe unicursale plane, qui serait représentée 
par les équations (13), cette courbe aurait, au point correspondant, 


un point double, et, les deux valeurs de 7 étant égales, ce point ne 


serait pas un point double ordinaire; or la courbe (13) ne peut avoir 
que des points doubles ordinaires, si, comme nous l’avons supposé, les 
coefficients des puissances de « sont absolument arbitraires. 


8. Démontrons maintenant que la projection de toute courbe uni- 
cursale de degré m, dont les tangentes font partie d’un complexe 
linéaire, sur un plan perpendiculaire à l’axe de ce complexe, a m points 
d’inflexion à l'infini. 

Prenons l’axe du complexe pour axe des 3. 

Soient | 


a" +ba”'-H... Ma" + bam! +... 3— ay" + ba" + 
~ hoe Ba +...” 7 Re Bes... Aa” + Bam... 





les équations de la courbe. Toutes les tangentes de cette courbe appar- 
tenant à un complexe linéaire ayant Oz pour axe, on ne devra pas 
trouver de termes logarithmiques en intégrant x dy — y dx. 

Posons 


TX = am J = 2, 
on a . 
x dy — ydı= PQ'— TE POT Pe aa, 
soit 
R = (a — a,) (a — ai)... (a — am). 

Décomposons la fraction rationnelle PQ Nr Q en fractions simples 

P-FQ__K ,__Kı _ 

— Rk Tia a) (a -- a) 


Toutes les quantités K, doivent être nulles. 


43. 
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Or on peut écrire cette identité de la manière suivante : 


OO KE Kaa) +... 


Differentions et faisons a = &,; il ne restera dans le second membre 
que K,. Le premier membre différentié devient 





(a — a)? 


[PQ PQ) — (PQ PQ) ER] y 


faisons a = «,, et égalons à zéro; nous aurons 
(PQ’— PO)R+(PQ—PQ)R’=o, pour «=x. 


De même cette quantité doit s’annuler pour & = Gq, ..., Ape 
D'autre part, les points d’inflexion de la courbe unicursale repré- 
sentée par les équations 


sont donnés par l'équation du degré 3(m — 2) 
R(P'Q"— P’Q') + R'(P’Q _ PQ’) + R’ (PQ’— P'Q) — 0. 


Nous venons de voir que toutes les racines du polynöme R annulent le 
polynôme R'(P’Q — PQ”) + R’(PQ'— P’Q). 

L’équation, donnant les valeurs de a correspondant aux points d’in- 
flexion, admet donc pour racines &,, &, ...; &m. Par conséquent, la 
courbe a m points d’inflexion à l'infini. 

La réciproque de ce théorème est vraie : Si une courbe. unicursale 
d'ordre m, située dans un plan perpendiculaire à l'axe d’un complexe, a 
m points d’inflexion à l'infini, elle peut être considérée comme la projec- 
tion d’une courbe gauche d'ordre m, dont les tangentes font partie de ce 





complexe. 
En effet, si R'(P’Q — PQ”) + R’(PQ’— P’Q) s’annule pour a= &,, 
Ga, ++» &m, les termes —— ze = ‘+ auront des coefficients nuls 
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dans le développement de hha On aura donc . 
K dz = PQ— LL APRES VE A de ° 
(x — a)? 


Par suite, s aura la même forme que x et y : la courbe plane considérée 
sera la projection d’une courbe d'ordre m. 

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant, dont un cas particu- 
lier, relatif aux courbes du troisième ordre, a été donné par M. Appell: 


Pour qu'une courbe plane unicursale d'ordre m puisse être considérée 
comme la projection d'une courbe de degré m, dont les tangentes appar- 
tiennent a un complexe linéaire ayant son axe perpendiculaire au plan 
de la courbe plane, il faut et il suffit que celle-ci ait m points d’inflexion 
a l'infini. 


Outre ces m points à l'infini, la courbe en a a(m — 3) autres: ce 
sont les projections des points de la courbe gauche, où elle a avec sa 
tangente un contact du second ordre. Nous pouvons donc dire qu'une 
courbe unicursale d'ordre m, sans singularité, dont les tangentes font 
parte d’un complexe linéaire, possède 2(m — 3) points où la tangente 
a avec elle un contact du second ordre. 


SECONDE PARTIE. 


9. Avant de nous occuper des surfaces réglées dont les génératrices _ 
font partie d’un complexe linéaire, nous allons faire connaître une 
propriété des équations de Riccati, c’est-à-dire des équations différen- 
tielles de la forme 


ar + Xy + Kay + Xs=0, 


où les X sont des fonctions quelconques de la variable x. 
C’est, comme on sait, une équation dont l’intégration est ramenée à 
des quadratures, quand on en connait une solution. 
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Si l’on prend quatre solutions quelconques y,, Ya. Ya Y, de cette equa- 


ton différentielle, le rapport anharmonique = NN, 2" de ces 





| Yı-yı Js I 
quaire fonctions de x est une constante. 
Nous aurons, en effet, 
dy, 
dz -t- X, 7° + Xp -- X, == 0, 
dy, 2 L __ 
dx jai xy: ri Kor: 1” X, = O, 
dy, | 2 , _. . 
dx + X, y; 4- Xs 1- X, : O, 
D x yt + Kimi Xs == 0: 
dx 
par conséquent, 
EUR 
de À 
dy: 2 
dx 22 OF 4 
dy == ©. 
ax Vs Js I 
dy, 2 A 
dx ys Js I 
Developpons ce determinant; nous aurons 
dy, , d 2 N 
ne ge pe pen He ln pe) gs — rie N) 
d 
+ nn) nr 
dy, 
+ nn Fs) (Jr) = 0 


ou 
ip) (Ns — HN) ALI — Hs) (rs — N) 


—n—-n){ñ-ñ) dr — Ns) (Ns — Ye)] = 0, 
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c’est-à-dire 
=) (nr) _ = N, MEN _ const. 
n—-N)N-—-Y:) — Ji = ys 


Le théoreme est donc démontré. On aurait pu démontrer autrement 
ce théorème, en exprimant les trois solutions y,, y;, y, au moyen de y, 
et d’une exponentielle. II n’y a alors qu’à faire une simple vérification. 

La réciproque est vraie : Toute équation différentielle du premier ordre 
telle, que le rapport anharmonique de quatre quelconques de ses solutions 
soll constant, est une équation de Riccatı. 

Désignons, en effet, par y,, ya, y, trois solutions, et soit y une solu- 
tion quelconque. On aura 


Tr NT LE, 
Ts Jın 9 


K ne dépendant pas de x, ou 


II KEY = KQ. 
Y — Ya Ya — Vs 


En différentiant, nous avons 
| dQ 


Zi -n-(- Zr ~y)=KE (y— ys)" =(r-nir-nE- 


En égalant la premiere expression à la troisième, nous voyons de suite 
que y satisfait à une équation de Riccati. Ainsi la constance du rapport 
anharmonique de quatre solutions quelconques est caractéristique de 
ce genre d'équations différentielles. 

Cela posé, considérons une surface réglée quelconque. Une telle 
surface peut être définie par les équations 


~ x-2,+1a, y=yı+1Bß, B= 2,+ ly, 


æ,, Y, etz, sont des fonctions données d’un paramètre ¢; @, ß et y de- 
signent les cosinus des angles que fait avec les axes la génératrice pas- 
sant par le point (2,, y,, z,); ce sont aussi des fonctions de ¢. A une 
valeur du paramètre / correspond, sur la génératrice, un point dont la 
distance au point (æx,, yı, 2,) est égale à /. Toute ligne de la surface est 
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déterminée par une relation entre Jet ¢. La relation différentielle don- 
nant les lignes asymptotiques a la forme 


D +XB+XI+X 0, 


comme l’a montré pour la première fois M. Bonnet. De ce fait résulte 
une propriété des lignes asymptotiques de la surface. Prenons quatre 
solutions quelconques /,, /,, /, et /,. D'après le théorème précédent, le 
rapport anharmonique de ces quatre fonctions de ¢ est indépendant 
de £. Nous en déduisons qu'une génératrice quelconque rencontre quatre 
. lignes asymptotiques données sur la surface en quatre points dont le rap- 
port anharmonique est constant. 

Dans le cas où l’on conmait sur une surface réglée trois lignes 
asymptotiques, toutes les autres sont connues immédiatement, sans 
. qu’il y ait aucune intégration à effectuer. Conservons les variables que 
nous avons choisies plus haut. Nous avons, en désignant par /,, é,, 4, 
les trois intégrales connues, c’est-à-dire les valeurs de / donnant les 
trois lignes asymptotiques, l'intégrale générale 

1 4—l, 


IX . L—1, = const., 


qui exprime la constance du rapport anharmonique. 


10. Supposons maintenant que nous connaissions deux lignes 
asymptotiques d’une surface réglée. On aura, dans ce cas, deux solu- 
tions de l’équation différentielle de Riccati. La connaissance de ces 
deux solutions permet de ramener & une quadrature la recherche de 
l’intégrale générale. On peut, dans ce cas, opérer de la manière sui- 
vante la séparation des variables : 

Designons par x le paramètre dont dépend la position d’une géné- 
ratrice. 

Soient x == M,, y -=M,, z = Ms,, ¢ = M, les valeurs fixant le point 
de la première ligne asymptotique sur la génératrice correspondant 
a la valeur x du paramètre; les M sont des fonctions de ce paramètre. 

Soient de même =N,, y=N,, z = N,, t — N, les valeurs des 
coordonnées du point de la seconde ligue asymptotique sur la même 
génératrice; les N sont des fonctions de pr. 
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par les équations 


x—M,-+ N,, 


En faisant varier a et v, on aura tous les points de la surface. La 
relation différentielle entre p» et v, donnant les lignes asymptotiques 


y = M; + vN,, 


3 —M,+N,, 


de cette surface, est, comme on le reconnaît sans peine, 





mn SM, aN M, „EN 

dp du de du 
M, N, Hz om en 
M, N, Erz ae + Te 


c’est une équation de Riccati. 


Les hypothèses faites sur les lignes M et N vont nous permettre de 


la simplifier. On a, en effet, 


M, 


M; 


M; 


M, 


aM, 
du? 
d’M, 
dp. 
dM, 
dp. 
d’M, 
dy 


L’equation différentielle peut alors s’écrire 


M, N. ‘ie 
MN oe 
MN, 9e 
MN, Se 


dM, 


M N 
M, N; 
M, N, 


M N 





Ann. de l’Ec. Normale. 2° Série. Tome VI 








dN, 
MO du 
M, nN, {8 
du 
et IN 
M, N, du 
dN 
M, N, du 
dN, 
ae à 
EN, 
de a M; 
dN, dv. M 
du: ° 
aN, 
du M. 
. — Ocrosazs 1877. 








+y—— +2 — 


t—M, + yN,. 


= 0; 





N, 


N, 
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La position d’un point quelconque sur la génératrice peut être fixée 
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Nous la mettrons sous la forme 





d(M,+-N,) d?‘M,+N,) dM, dN, 
| SE ae 
uN, SBEN) d'IM+N) MN, M dN 

(14) d de de |. du de | _, 

Im MEN) em, dM dN] 
da du: da da 
d(M.+-N,) d3?(M,+-N,' . dM dN 
Er de nO du du 


La recherche des lignes asymptotiques est donc ramenée à une seule 
quadrature. 

Considérons une surface réglée dont les génératrices fassent partie 
d'un complexe linéaire. Nous avons montré (2) comment on pouvait 
obtenir immédiatement une ligne asymptotique de cette surface; mais, 
et c’est là le point important, cette ligne asymptotique rencontrant 
chaque génératrice en deux points, nous devons la compter pour deux. 
Par conséquent, la recherche des lignes asymptotiques de toute surface 
réglée, dont les génératrices font partie d’un complexe linéaire, dépend 
d’une quadrature. 

ll peut arriver que les génératrices d’une surface réglée appar- 
tiennent à une infinité de complexes linéaires. Une ligne asymptotique 
correspond alors sur la surface à chacun de ces complexes. On a, dans 
ce cas, toutes les lignes asymptotiques. Les tangentes d’une quelconque 
de ces courbes appartiennent à un complexe linéaire. On sait que toutes 
les droites qui font partie d’une congruence rencontrent deux mêmes 
droites. Sur les surfaces réglées dont nous parlons se trouvent donc 
deux droites singulières rencontrant toutes les génératrices. La possi- 
bilité de trouver les lignes asymptotiques d’une surface réglée possé- 
dant deux droites singulières a été signalée pour la première fois par 
M. Cremona. 


11. Je vais appliquer les résultats généraux que je viens d’indiquer 
à certaines surfaces réglées unicursales. 

Je commence par rappeler quelques considérations sur les surfaces 
unicursales, qui ont été étudiées par M. Clebsch (Math. Annalen, 1869). 
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Soient x, y, z, ¢ les coordonnées homogènes d’un point de la surface. 
Nous avons pour cette surface 


z=filae by, filer, s=flaBr, 1=/f(e By), 


égalités où les f désignent des fonctions entières, homogènes et de 
degré nde a, Bet y. A un point représenté dans un plan en coordon- 
nées homogènes par (a, ß, y) correspond sur la surface le point 
(x, y, 2,2), et réciproquement, à un point donné sur la surface ne 
correspond, en général, qu’un point sur ce plan, que M. Clebsch ap- 
pelle le plan de la représentation. 

On exprime aisément le degré N de la surface. Considérons, à cet 
effet, les courbes planes 


Sila, B, =» file B, y)=9, Ja, B, =» Sila; B, y) = 0. 


Soient x, le nombre de leurs points simples communs; x, celui de 
leurs points doubles communs, ...; x, celui de leurs points multiples 
d'ordre K communs. Je suppose qu’en aucun de ces points les quatre 
courbes n’aient de branche ayant même tangente. Le degré N de la 
surface s'exprime par la formule 


N=n—-x —4x; —...— K'x.. 


Si les quatre courbes / ont un point multiple d’ordre (n —1) com- 
mun, la surface sera une surface réglée unicursale. Réciproquement, 
toute surface réglée unicursale peut être obtenue au moyen de quatre 
courbes ayant un point multiple commun, dont l’ordre est inférieur 
d’une unité à celui de la courbe. 

Nous n’emploierons pas dorénavant, dans le plan de la représenta- 
tion, les coordonnées homogènes; nous désignerons les axes auxquels 
nous rapportons les points de ce plan par OX et Ox. 

Supposons que le point multiple commun aux quatre courbes soit à 
l'infini sur l’axe des À. Les équations des courbes servant à définir la 
surface auront la forme A1 + B = o, où A et B sont deux polynömes 
en pL. 

La surface sera définie par les équations 


_A +R, __ A,1+B, ga MAB: 
= Dr Dr 


348 EMILE PICARD. 


Pour une valeur constante donnée à x, on obtient, en faisant varier À, 
une génératrice recliligne. Nous avons 


A(Ax — À,)—R, —* Bz, A(Ay — A.) = B, — By, A(As — A;) = B, — Bz, 


d’où 


z—AB AB, AB—A.RB _ AB,— A,B ALB, — A,B, 
En AB, — A,B 


mm © 


“AB,—A,B’ AB, AB" AB,— A,B 








Les équations d’une droite étant æ = as +p, y =bz+ q, nous 
avons écrit l’équation d’un complexe sous la forme 


Ed 


La+Mb+N—Qp-+ Pq — R(aq — bp)=o. 


Les génératrices de notre surface réglée appartiendront à un complexe 
linéaire, si l'on peut trouver des quantités L, M, N, P, Q et R telles, que 
l'on ait identiquement 


8) L(AB, — A,B) + M(AB, — A,B) + N(AB, — A,B) 
+ P(A, B, — A, B,) + Q(A;B,— A,B,) + R(A,B, — A,B,) =e. 
12. Parmi les surfaces réglées unicursales, nous rencontrons les 
surfaces gauches du troisième ordre. Toute surface gauche du troisième 
ordre est unicursale. Considérons, en effet, une conique tracée sur la 
surface. Par chacun des points de cette courbe passe une génératrice; 
comme la conique est une courbe unicursale, il s’ensuit que chaque 
génératrice est déterminée individuellement. 
Toute surface réglée du troisième ordre peut être définie (Bor- 
chardt’s Journal, Band 67) par les équations 


__A,1+B, _A,À+B, „— AA+B: 
- HB’ Tr *~ Dats’ 


où A=au’+bu+rc, B=du+e, A, =ap?+.... 

Sur le plan de la représentation, c’est-à-dire sur le plan des Ap, à 
une génératrice de la surface correspond une parallele à l'axe OA; 
nous obtenons, en effet, une génératrice de la surface en donnant à u 
une valeur constante. 

Une surface gauche du troisieme ordre a une droite double. Elle 
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possède en outre une seconde droite singulière qui rencontre toutes 
les génératrices. Nous obtenons cette droite en faisant À = o. Elle 
correspond, par conséquent, à l'axe Op. 

Le premier membre de la relation (15) du n° 11 est ici un polynôme 
du troisième degré. Nous n’aurons que quatre équations homogènes 
entre les six quantités L, M, N, P, Q et R. Les génératrices de la sur- 
face appartiennent donc à une infinité de complexes linéaires. Un des 
rapports reste arbitraire. 

Le fait était d’ailleurs évident a priori, car tous les complexes, ayant 
pour droites conjuguées la droite double et la droite singulière de la 
surface, répondent à la question. On sait, en effet, que toute droite 
rencontrant deux droites conjuguées par rapport à un complexe appar- 
tient elle-même au complexe. 

Cela posé, considérons un des complexes auxquels appartiennent les 
génératrices de la surface. A ce complexe correspond, sur la surface, 
une courbe dont il est facile de trouver le degré. Celui-ci est, en effet, 
égal (3) à la classe d’une section plane quelconque. Or cette section est 
une courbe du troisième degré ayant un point double. Sa classe est 
donc égale à quatre. Nous avons donc sur la surface une courbe gauche 
du quatrième ordre. Cette courbe est une courbe asymptotique de la 
surface (3). C’est un fait dont on peut se rendre compte ici de la ma- 
nière suivante : Prenons, en effet, un point quelconque A de la courbe, 
et menons le plan polaire de ce point, c’est-à-dire le plan tangent en 
ce point à la surface. Ce plan coupe la surface suivant la génératrice D 
passant en À, et suivant une conique C passant aussi par A. Cherchons 
les points où la courbe gauche du quatrième ordre rencontre le plan 
considéré. Ce sont, comme nous l’avons démontré (3), les points de 
contact des tangentes menées par le foyer A du plan à la section faite 
dans la surface par ce plan. Or, si du point A on mène les tangentes à 
cette section, trois des quatre tangentes que l’on peut mener, en géné- 
ral, viennent confondre leur point de contact en A. Le plan a donc en A 
trois points de rencontre avec la courbe confondus. Il est osculateur 
en ce point à la courbe. Le quatrième point d’intersection est le 
point A’, second point de la courbe gauche située sur la génératrice D. 


"13. Proposons-nous de rechercher l'équation de la courbe qui, dans 
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le plan Ap, représente une de ces courbes du quatrième ordre. Consi- 
dérons donc un des complexes auxquels appartiennent les génératrices 
de la surface. Le plan polaire du point (x, y, z) est 


(L+Q2—RyiX—zx)+(M+Rz—P:(Y—7Y7, +(N+Pr—Qx (Z—2) =0. 


Nous voulons avoir la courbe telle, que le plan polaire de chacun de 
ses points soit en ce point tangent à la surface. Il nous suffira pour cela 
d'écrire que ce plan contient la tangente à la courbe décrite par le 
point (x, y, z) donné par les formules 


LAB _AA+B ,„_AA+B 
—Aï+B 7 > AX+B? “— AX+B’ 








lorsque, laissant À constant, on fait varier pu. 

Designons par dz, dy, dz les différentielles de x, y, z prises par rap- 
port à x. Le plan polaire de x, y, z contenant la tangente à la courbe 
que nous venons de définir, on aura 


(L3-Qs— Ry) dx + (M+ Ra — Pz)dy+ (N+ Py— Qza)ds =0, 
c’est-à-dire, en remplaçant dx, dy, dz par leurs valeurs, 


(L + Qz— Ry)[(A, A+ B,) (AX+B) —(A’'A+B’)(A,A+ B,)] 
+ (M-+ Ra — Pz) {(A’,A+ BY) (A+B) — (A’A-+ B’) (A.A + B,}] 
+ (N+ Py — Qx)[(A’,A-+ B,) (A+B) —(A’A4+B’) (A,A-+B,)] =o. 


Si nous substituons à æ, y et z leurs valeurs, nous avons la relation 
entre À et donnant la ligne de la surface correspondant au complexe 
défint par L, M, N, P, Q et R, ces six quantités satisfaisant, bien en- 
tendu, aux quatre équations que l’on obtient, en écrivant que l’équa- 
tion (15) est identiquement vérifiée. 


A'À+B,)(AA + B)—{(A'A+B')(A, + B,)] 
A’,A+ B,)(A À + B)—{(A'A+B')(A:à + B,)] 
A+ B)(AÀ + B)—(A'A+B’)(A,A + B,)] 


Q[(AsA + B,) (A, À + B,) — (A,A+B,))A",À+B)] 


A’,A+ Bi) — (A+ B,) (A, A-+ B,)] = 0. 


L| 

+M[ 

(16) nn 
P| 

QI 

+ Rt A,A + B, 


(A, A+ B,){ 
| 2) ( 
( 2) ( 
(A.A + B,)(A‘,A-+ BY) — (AsA-+ B,) (A A+ B,)] 
( )( 
( ‚(A 
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Cette relation est du quatrième degré en À et p. On peut l'écrire 


Ud? -+ VA+W=0; 
on a 
U=L(AA,— A.A’) + M(AA— AVA) +.. + R(AA' — As Al). 


Les A étant des polynômes du second degré, on voit que U est aussi un 
polynôme du second degré en u, 


W=—L(BB,— B,B')+...+R(B,B, —B,B’). 


B étant du premier degré, W se réduit à une constante. 
Enfin | 


V=L(AB,— B'A, + BA°— B,A')+.. +-R(A,B,— B, A, +B, A — B.A‘); 
(15); 
— [L(B,A’-— BA). .]; 


or on a identiquement, d'après l'équation (1 
L( AB’ — B’A,) + M(AB, — B'A,) + 
par suite, on peut écrire 
V=a[L(AB—BA)+...+R{A,B, — B'A.)] 


On voit que V est un polynôme du premier degré en x. 
L’équation (16) est du quatrième degré par rapport à À et u. En 


I . . . 
5? on obtient une relation qui est seulement du second 


degré; À et uw peuvent donc s’exprimer rationnellement en fonction 
d’un paramètre. Il s’ensuit que la courbe gauche du quatrième ordre 
est une courbe unicursale. Les lignes asymptotiques des surfaces 
gauches du troisième ordre rentrent, par conséquent, dans la famille 
des courbes unicursales du quatrième ordre, étudiées par M. Appell 
(Comptes rendus, 18 décembre 1876). Chacune de ces lignes possède 
deux points où le contact de la tangente avec la courbe est du second 
ordre, ce qui est d'accord avec la formule générale N = 2(m — 3), que 
nous avons donnée (8) comme expression du nombre des points de 
cette nature pour une courbe unicursale d'ordre m, dont les tangentes 
font partie d’un complexe linéaire. 


changeant A en 


14. Nous considérerons comme application la surface du troisième 
ordre donnée par les équations 


z=ul, poh, 3=p; 
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cette surface du troisième ordre est la surface gauche générale du 
troisième ordre : nous voulons dire que, par des transformations homo- 
graphiques convenables, on peut ramener à cette surface une surface 
gauche quelconque du troisième ordre (CLEsscu, Journalde Crelle, t. 67). 
On a ici 
A=o, A=pyp, A=ı, A;=0, 
B=1, B=o, B=o B,=p’; 


l'équation (15) se réduit à 


—Ly—M-+ Pp’?—Qp'=0; 
donc | 
L=o, M—o, P=o, Q—o, 


et l'équation (16) devient 
—R}+2Nu—=0o; 
on a donc pour les lignes asymptotiques 
v= Cu, 


C étant une constante arbitraire. Les deux points d’une quelconque 
des lignes asymptotiques, où la tangente a, avec la courbe, un contact 
du second ordre, sont situés sur la droite double de la surface. Ce 
sont l’origine et le point à l'infini sur l'axe Oz. Les deux génératrices, 
passant en chacun de ces points, sont confondues et sont les généra- 
trices d’inflexion de la surface. Elles sont tangentes à toutes les lignes 
asymptotiques. 

Une génératrice quelconque rencontre en deux points chaque ligne 
asymptotique. Le milieu de la distance de ces deux points est situé 
sur Oz. On le reconnait en considérant les équations d’une ligne 
asymptotique 


z=", Y = à, st, 


Une génératrice z = ni = p coupe cette courbe en deux points 


pour lesquels les x et les y sont égaux et de signe contraire. On peut 
donc dire, en remarquant que toutes les génératrices sont parallèles 
au plan des ay et que la droite singulière de la surface est à l'infini 
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dans ce plan, qu'une génératrice quelconque rencontre une ligne 
asymptotique en deux points conjugués harmoniques par rapport aux 
points de rencontre de cette génératrice avec la droite double et la 
droite singulière. Cette propriété, qui se conserve par des transforma- 
tions homographiques, appartient par suite à toute surface gauche du 
troisième ordre. Les deux points de rencontre d’une génératrice avec 
une ligne asymptotique variable forment sur cette droite deux divisions 
homographiques en involution. Il suit de ce que nous venons de dire 
que les deux points doubles de cette involution sont les points de 
rencontre de la génératrice avec la droite double et la droite sin- 
gulière. 

On peut trouver les lignes asymptotiques d’une surface réglée du 
troisième ordre par les considérations géométriques dont s’est servi 
M. Darboux (Bulleun de la Société philomathique) pour trouver les lignes 
asymptotiques de la surface de Steiner. On démontre aisément qu’une 
surface réglée du troisième ordre peut être donnée par les équations 


z=fili,e), yHfle) 2=file) &=file), 


où les courbes /,(À,u4) = 0, ... représentent des coniques passant 
par un point fixe O, et divisant harmoniquement un segment de 
droite AB. Cela posé, une section plane quelconque de la surface, qui 
est donnée par l’équation 


Af(Re)+Bf(Ru)+ CARE) +Df (Ru) =o, 


est représentée par une conique passant en O et partageant harmoni- 
quement AB. Soit M un point quelconque du plan de la représentation. 





NC AM 


. 


A ce point correspond un point M’ sur la surface. Toutes les sections 
planes de la surface, passant en M’, sont représentées par des coniques 
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passant en Met en O, et divisant harmoniquement AB. La section de 
la surface, par le plan tangent en M’, aura pour représentation une 
conique ayant un point double en M. Celle-ci se composera donc de Ja 
droite MO et d’une seconde droite MB coupant AB en un point  con- 
jugué harmonique par rapport à A et B du point de rencontre « de 
MO avec AB. La droite MO correspond à la génératrice passant en M'; 
MB est la représentation de la conique qui complète l’intersection de 
la surface par le plan tangent. La tangente en M’ à cette conique est 
tangente à la seconde ligne asymptotique passant en M'; donc la 
représentation de cette ligne asymptotique sera une courbe tangente 
en M à Mß. Nous avons donc à chercher des courbes telles que leur 
tangente en un point quelconque M soit la droite MB conjuguée de MO 
par rapport aux droites MA et MB. On voit que la famille des coniques 
tangentes en A et B à AO et BO répond à la question. On a donc ainsi 
immédiatement les lignes asymptotiques de la surface. 


15. Passons maintenant aux surfaces réglées unicursales du qua- 
trième ordre ayant pour courbe double une cubique gauche. On peut 
remarquer que toute surface du quatrième ordre ayant pour courbe 
double une cubique gauche est nécessairement une surface réglée uni- 
cursale. Prenons, en effet, un point quelconque sur la surface. On peut, 
par ce point, faire passer une sécante double de la cubique gauche : 
cette droite rencontrant la surface en cinq points est située tout entière 
sur elle. D'autre part, chaque génératrice est déterminée individuel- 
lement, une section plane quelconque de la surface étant une courbe 
unicursale. 

Ces surfaces peuvent être obtenues par les équations (CLEBscH, 
Math. Annalen, 1870) 


(19) ou MAB, _Aava+B 5 AsA+B, 
7 —"AA+B’ Map’ "I AX+B’ 
ou 
A=ap'+byp+e, B=dy'+epn+f, A =apm+...; 
chacun des binômes AB, — A,B, ... entrant dans le premier membre 


de l'égalité (15) est du quatrième degré. Pour que cette égalité soit 
identiquement satisfaite, nous aurons cinq relations homogènes et 
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linéaires entre L, M, N, P, Q et R. Il y aura une solution et en général 
une seule. Par suite, il y a en général un complexe et un seul dont 
font partie les génératrices d’une surface réglée unicursale du qua- 
trième ordre ayant pour courbe double une cubique gauche. Signalons 
une propriété de la surface résultant immédiatement de ce fait. Il existe 
sur la surface quatre génératrices parallèles à un plan quelconque. Des 
deux droites s’appuyant sur ces quatre génératrices, l’une est à l’in- 
fini, l’autre est indépendante de la direction du plan. Considérons, en 
effet, les plans parallèles au plan donné passant par chacune de ces 
quatre génératrices. Les pôles de ces quatre plans, respectivement situés 
sur ces génératrices, sont en ligne droite, et celle-ci est le diamètre 
correspondant à la direction du plan. La seconde droite s'appuyant sur 
les quatre génératrices est la droite conjuguée de ce diamètre: elle est 
donc à l'infini. De plus, tous les diamètres étant parallèles, on voit 
que la première droite a une direction constante, celle de l’axe du 
complexe. 


16. Considérons la courbe de la surface correspondant au complexe 
dont font partie ses génératrices. Le degré de cette courbe est égal (3)à 
la classe d’une section plane quelconque de la surface. Or toute section 
plane est une courbe du quatrième ordre avec trois points doubles (les 
trois points où elle rencontre la cubique double); elle est donc de la 
sixième classe. La courbe gauche est par suite du sixième ordre. Cher- 
chons la courbe qui la représente sur le plan des Au. Nous avons vu 
d'une manière générale (13) que cette équation était 


L[(A’, À + B,)(AX + B)— (A’A-+ B'}(A A+ B,)]+...—0; 


A et B étant ici deux polynômes du second degré, cette relation est du 
quatrième degré par rapport à À et à u. 
Ecrivons cette équation sous la forme 


UX'+Vi+W—=o; 


on voit que U, V et W sont des polynömes du second degré en p.. 

La courbe représentée par cette équation entre À et a a deux 
points doubles, un à l'infini sur l’axe OX et le second à l'infini sur Op. 
Elle est donc du genre un. Il en est par suite de même de notre courbe 


45. 
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gauche du sixième ordre. L’équation du second degré en À permet d’ex- 
primer À rationnellement au moyen de u et de la racine carrée d’un 
polynôme du quatrième degré en p. Nous pouvons donc avoir aisément 
les coordonnées d’un point quelconque de la courbe gauche du sixième 
ordre, exprimées rationnellement au moyen d'un paramètre p et de la 
racine carrée d'un polynôme du quatrième degré en p, propriété carac- 
téristique des courbes dont le genre est un. 


17. La détermination des autres lignes asymptotiques de la surface 
est ramenée (10) à une quadrature. 
Soient X’ et À” les deux racines de l'équation 


Uv + VA+ W=o0. 


Nous prendrons, en faisant usage des notations dont nous nous 
sommes servis précédemment (10), 


M, = A,A’+B,, N,—=A,X +B, 
M, — A,” + B,, N, = A.A’ + B,, 
M, = A;A” + B;, N, = A;A’ + B,, 
M,— A?” +B, N,= Ad’. +B. 


Reportons-nous à la relation différentielle (14) entre u et v. Le mul- 
tiplicateur de = sera une fonction rationnelle de pa, car il est symé- 


trique par rapport a’ et à À”; il ne change pas en effet quand on change 
Men N et inversement. 
Quant au multiplicateur de du, il peut s’écrire 


d(M, +N,) d?(M, + N,) 
dp. du? 
M,—N, Man, ZM+N) d'(M+N) 

du du? 


I 
mon mon, MEN) aM, + Ns) 


M, — N, M,+N, 





du du? 
M,—N, M,+N, d(M, +N, d?(M, +N,) 
du du? 


en ayant égard à ce que les lignes M et N sont des lignes asymptotiques. 
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Tous les termes des trois dernières colonnes seront évidemment des 
fonctions rationnelles de x. Nous avons, d’autre part, 


M,— N,= A,(A”— 1), 
M, — N,= A,(2” — 2’), 
M, — N,= A, (a"— 2’), 
M, — N,= A (4° — N). 


Nous aurons donc comme coefficient de du une fonction rationnelle 
de p, multipliée par (X”— 2’), c'est-à-dire une fonction rationnelle 
de x, multipliée par la racine carrée d’un polynôme du quatrième de- 
gré en pu. La recherche des lignes asymptotiques sera ramenée, par 
suite, à une intégrale elliptique. 


18. Nous avons démontré qu’en général toutes les génératrices 
d’une surface réglée unicursale du quatrième ordre, représentée par 
les équations(17), pouvaient appartenir à un seul complexe linéaire. Mais 
si l’on suppose vérifiées certaines relations entre les coefficients, les 
génératrices appartiendront à une infinité de complexes linéaires. Dans 
ce cas, la surface ne peut avoir pour courbe double une cubique gauche, 
car, lorsqu'il en est ainsi, un plan quelconque coupe la cubique 
gauche en trois points, et les plans qui contiennent les couples de géné- 
ratrices passant par chacun de ces trois points déterminent nécessaire- 
ment le foyer du plan considéré. Ce foyer étant ainsi déterminé d’une 
manière unique, les génératrices de la surface ne peuvent appartenir 
à une infinité de complexes. Il est nécessaire, dans ce cas, que la sur- 
face ait une droite triple. Elle possède, en outre, une seconde droite 
singulière rencontrant toutes les génératrices. En un point quelconque 
de la droite triple passent trois génératrices qui sont situées dans un 
même plan, le plan de ce point et de la droite singulière. Nous trou- 
vons dans ce cas, où la surface présente la plus grande analogie avec 
la surface du troisième ordre, toutes les lignes asymptotiques, qui sont 
des courbes du sixième ordre, dont le genre est un. 

Parmi les surfaces dont les génératrices font partie d’une infinité 
de complexes linéaires, ou rencontrent toutes deux droites, nous 
signalerons la classe des surfaces conoides. On sait intégrer l'équation 
des lignes asymptotiques d’un conoide quelconque. La méthode con- 
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duit donc sous ce rapport à un résultat connu. Elle donne une pro- 
priété des lignes asymptotiques d’un conoide : ce sont des courbes dont 
les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. 


19. Nous indiquerons maintenant une classe étendue de surfaces 
réglées algébriques, dont toutes les lignes asymptotiques sont algé- 
briques. Nous nous proposons de former toutes les surfaces réglées 
dont les génératrices appartiennent à un complexe linéaire, et dont 
toutes les lignes asymptotiques sont algébriques. Considérons un com- 
plexe linéaire, et prenons une courbe algébrique quelconque. Soit M 
un point de la courbe; dans le plan osculateur en M à la courbe se 
trouve une droite MN appartenant au complexe. Le lieu de la droite MN 
est une surface réglée. Démontrons que toutes ses lignes asympto- 
tiques sont algébriques. Nous voyons d’abord que la courbe dont nous 
sommes partis est une ligne asymptotique de la surface, puisqu’en 
chacun de ses points le plan osculateur à la courbe est tangent à la 
surface. D'autre part nous connaissons sur la surface une seconde ligne 
asymptotique, puisque toutes les génératrices appartiennent à un com- 
plexe linéaire, et, comme nous savons que nous pouvons compter 
pour deux cette seconde ligne asymptotique, nous connaissons trois 
lignes asymptotiques de la surface. Nous avons donc toutes les autres 
sans aucune intégration; or les trois premières ainsi que la surface 
étant algébriques, il en est de même de toutes les autres lignes asym- 
ptotiques. Nous nous servirons pour les obtenir de la propriété relative 
au rapport anharmonique (9). Soient, sur la génératrice MN, A et B les 
deux points où le plan polaire et le plan tangent à la surface coincident. 
Nous obtiendrons sur chaque génératrice un point d'une ligne asym- 
ptotique, en écrivant que le rapport anharmonique des quatre points 
P, A, B, M a une valeur constante C. On voit ainsi qu’il y aura sur 
chaque génératrice deux points d’une même ligne asymptotique, car 
on ne peut pas distinguer A de B. Nous pouvons donc dire que toutes 
les lignes asymptotiques de la surface sont algébriques et rencontrées 
en deux points par une génératrice quelconque, sauf toutefois la ligne 
dont nous sommes partis, qui ne sera rencontrée en général qu’en un 
seul point. On voit, sans qu'il soit nécessaire d’insister, que, récipro- 
quement, toute surface réglée dont les génératrices font partie d’un 
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complexe linéaire, et dont les lignes asymptotiques sont algébriques, 
admet le mode précédent de génération. 


20. Nous allons maintenant chercher les surfaces dont les normales 
font partie d’un complexe linéaire. Cette recherche est un problème de 
Calcul intégral, qui revient à l'intégration d’une équation linéaire aux 
dérivées partielles. Nous nous proposons de montrer ici comment des 
considérations géométriques peuvent mener au résultat. 

Traitons d’abord le problème suivant : Un complexe linéaire étant 
donné, trouver les courbes telles, que le plan correspondant à chaque 
point de la courbe soit normal à celle-ci. 

Prenons pour axe des z l’axe du complexe. Les équations des droites 
ayant la forme normale, l’équation*du complexe est ag — bp == k. 

Le plan correspondant au point x, y, z a pour équation 


—(X—2z)y+(Y—y)e+4(Z—2)=0; 
on aura donc pour tous les points de la courbe cherchée 


dz _ dy _ dz 


—y x hk’ 
c'est-à-dire, a étant une constante ainsi que C, 


. . y 
+ y = à, z+C=harcsin<. 


Toutes ces courbes sont des hélices tracées sur des cylindres de révo- 
lution ayant pour axe l’axe du complexe, et dont le pas est constant. 

Cela posé, considérons deux surfaces dont les normales font partie 
d’un même complexe. Soit M un point de leur courbe d’intersection. 
Menons les normales MN, MN’ à ces deux surfaces. Ces deux droites 
font partie du complexe. Le plan MNN’ a donc pour pôle dans ce com- 
plexe le point M.- Or ce plan est normal à la courbe d’intersection des 
surfaces, puisque les droites MM et MN’ sont évidemment normales à 
cette courbe: donc, en chaque point de celle-ci, le plan correspondant 
lui est normal; par conséquent la courbe d’intersection ne peut être 
qu'une ou plusieurs hélices correspondant au complexe. Nous remar- 
querons que le raisonnement précédent se trouverait en défaut si la 
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courbe C d’intersection était une courbe de contact des deux surfaces; 
car alors, les deux normales MN et MN’ coincidant, on ne pourrait 
plus dire que le plan correspondant à M est normal à la courbe. 

Les surfaces les plus simples que nous puissions trouver, dont les 
normales font partie d’un complexe linéaire donné, sont les cylindres 
de révolution ayant pour axe l’axe du complexe. Considérons une sur- 
face dont les normales fassent partie de ce complexe, et cherchons son 
intersection avec un quelconque de ces cylindres. Cette intersection est 
une hélice d'après ce que nous venons de dire. 


21. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante : 
Pour que les normales d’une surface appartiennent toutes à un complexe 
linéaire, il faut et il suffit que cette surface soit une surface helicoide. 

Démontrons d’abord que la condition est suffisante. Nous prenons 
donc une surface hélicoide. Toutes les hélices tracées sur cette surface 
ont même pas; il existe, par suite, un complexe linéaire ayant pour axe 
l’axe de l’hélicoide, dans lequel le plan correspondant à chaque point 
de la surface est normal à l’hélice passant par ce point. Toutes les nor- 
males de la surface appartiennent à ce complexe. En effet, la normale 
en un point quelconque de la surface, étant normale à l’hélice de la 
surface passant par ce point, est située dans le plan normal à cette hélice; 
elle passe de plus par le foyer de ce plan, qui est le point considéré : 
c’est donc une droite du complexe. 

En second lieu, la condition est nécessaire. Prenons, en effet, une 
surface dont les normales appartiennent à un complexe linéaire. Nous 
avons dit qu’un cylindre quelconque de révolution ayant pour axe l'axe 
du complexe coupait cette surface suivant une ou plusieurs hélices. 
Par chaque point de la surface nous pouvons alors faire passer une 
hélice, et toutes les hélices ainsi obtenues ont même pas. Par l'axe du 
complexe faisons passer un plan quelconque. La section de ce plan 
dans la surface est le lieu des deux points de rencontre du plan avec 
toutes les hélices tracées sur la surface. Il est clair que la forme de la 
section et sa position dans son plan par rapport à l'axe du complexe sont 
indépendantes de la position de ce plan, puisque toutes les hélices ont 
même pas. On peut donc considérer la surface comme engendrée par 
le mouvement d’un profil plan de forme invariable, dont le plan passe 
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constamment par l’axe du complexe et dont tous les points décrivent 
des hélices correspondant au complexe. Le théorème est par suite 
démontré. 


22. Cherchons les courbes de cette surface dont les tangentes font 
partie du complexe auquel appartiennent les normales de la surface : 
ces lignes sont des lignes géodésiques de la surface. Le plan correspon- 
dant en chacun de leur point est en effet le plan osculateur à la courbe, 
et il contient la normale à la surface, puisque cette droite appartient 
au complexe. Mais cette propriété ne caractérise pas les lignes dont nous 
parlons. En voici une autre qui les définira nettement. Prenons un 
point M d'une de ces lignes C. Par ce point on peut faire passer une 
hélice située sur la surface. La tangente en M à cette hélice est perpen- 
diculaire à toutes les droites du complexe passant par M et notam- 
ment à la tangente en M à la courbe C. Donc les lignes de la surface 
hélicoide dont les tangentes appartiennent au complexe linéaire corres- 
pondant à la surface sont les trajectoires orthogonales de la famille 
d’helices de même pas tracées sur la surface. 

On sait que toute surface hélicoide est applicable sur une surface de 
révolution dont le méridien est convenablement choisi. Dans cette 
déformation, les hélices de la surface hélicoide deviennent des parallèles 
de la surface de révolution. Cherchons ce que deviennent sur cette 
surface les courbes dont nous venons de parler. L’angle de deux lignes 
tracées sur une surface se conserve quand on la déforme. Les courbes 
précédentes deviendront donc sur la surface de révolution les trajec- 
toires orthogonales des parallèles, c'est-à-dire les méridiens. Ainsi les 
méridiens de la surface de révolution sur laquelle est applicable la 
surface hélicoide deviennent sur celle-ci des courbes dont les tangentes 
font partie du complexe linéaire correspondant à l’hélicoide. 

De la propriété caractéristique des surfaces hélicoides on peut dé- 
duire que toutes les normales menées par un point quelconque à une 
de ces surfaces sont dans un même plan. 


23. Nous terminerons en donnant quelques propriétés des surfaces, 
dont un des systèmes de lignes de courbure est circulaire, c’est-à-dire 
des surfaces enveloppes d’une série de sphères dépendant d’un para- 
mètre arbitraire. 
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Nous avons démontré (9) que, dans toute surface réglée, une géné- 
ratrice quelconque rencontre quatre lignes asymptotiques données sur 
la surface en quatre points dont le rapport anharmonique est constant. 
Considérons maintenant, sur une surface dont un des systèmes de 
lignes de courbure est circulaire, quatre lignes de courbure de l’autre 
système; un quelconque des cercles du premier système rencontre ces 
quatre lignes en quatre points dont le rapport anharmonique est con- 
stant. On sait qu’on appelle rapport anharmonique de quatre points sur 
un cercle celui du faisceau des quatre droites joignant ces points à un 
point quelconque de ce cercle. 

Soit 
(1° (a2—a)?+(y— 6+ (2-—c})—R=0 


l’equation de la sphère dont la surface est l’enveloppe; a, db, c et R 
sont des fonctions données quelconques d’un paramètre £. La caracté- 
ristique, qui est, comme on sait, une ligne de courbure de la surface, 
est définie par l'équation (1) et par l'équation (2) 


db d dR 
(a) (w— a) + (y—b) 5 + (2-0) + RS =o. 


Soient x, y et z les coordonnées d’un point de la surface; les équa- 
tions de la normale en ce point à la surface sont 


X— x Y—y _Z—3 








ou 











L’equation différentielle des lignes de courbure sera donc 
a(== 2) (= — er _ a(—) a(= — =) —> 
zZ2—C 3—c 3—c z—e 


| dal(z —e)d(y — 6) —(y—6)d(z —e)] 
(3) + db[(x—a)d(z —c) —(z —e)d(x—a)] 
| + de[(y — 6) d(a—a) —(x—a)d(y—b)]=0. 








ou 


Cette équation, jointe aux équations (r) et (2), définit en fonction 
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du paramètre ¢ les coordonnées +, y et z d’un point d’une ligne de 
courbure. 

Prenons, pour fixer la position d’un point du cercle défini par les 
équations (1) et (2), l’angle que fait le rayon passant par ce point avec 
une direction quelconque du plan du cercle. Nous choisirons, pour 
cette direction, la droite du plan du cercle parallèle au plan des zy. 

Soit Ax + By + Cz =o l'équation d’un plan, et considérons dans 
ce plan un cercle de rayon r, ayant l’origine pour centre. Si x, y et z 
désignent les coordonnées d’un point du cercle, et 6 l’angle que fait 
le rayon passant par ce point avec la droite du plan du cercle, située 
dans le plan des xy, on a 


z— ACrsin6 Br cos6 
SS cw astsuud = 9 
(A?+ B?)(A?+ B+?) = /A?+ B? 

BC r sin 6 Ar cos0 


TT e+ B) (A+B) V+ BP 


2=4/ A’+ B _rsing. 
A?+ B+ © 


Dans notre probleme, les coordonnées du centre défini par les équa- 
tions (1) et (2) sont 
2a __RdRda _p_ Rad RAR 
~*~ dade de? T° de+db+de T° da dbs de 
le rayon r du cercle est donné par la formule 


R’dR? 
r=kR— da? + db? + dc’? 


enfin on a 
A= da, B=db, C=de; 


donc les coordonnées d’un point du cercle (1), (2) peuvent s'exprimer 
par les formules 


R GR da da de.rsin6 db.rcos6 
LA — ne PO 3 
da? + db? + de? V(da + db?) (da? + db? + de)  Yda'+ db: 
_b_ RdRdb _ db dec.r sin 0 u da.rcosé 
v= da? + db? +- de’ Vida: + db?) ( da? + db? + dc?) da + db 
t=c— RdRdc + VER da?’ + db? rsin 6 
— da+ db+ de V da + db + do " 
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En remplaçant, dans l'équation (3), x, ÿ et 3 par ces valeurs, on 
obtient une équation différentielle entre 5 et £, qui est l’équation diffé- 
rentielle des lignes de courbure. Après de nombreuses réductions, qui 
s'offrent d’elles-mémes, cette équation prend la forme 


if . 
(4) VE + Nsin0 + Pcos§ + Q = o. 


M,N, Pet Q sont des fonctions de £. 


0 ‘ e e 
Prenons tang = au lieu de 9 pour fonction inconnue. 


Soit tang > =u, ona 








. au 1 — le? 
sind = . 
x 1+ u’ I+ u? 


L’equation (4) devient alors 


MT +o2Nu+ P(1— uw?) +Q(1+ vu?) =0. 


C'est une équation de Riccati. 
Par conséquent, d’après le théorème du n° 9, le rapport anharmo- 
nique de quatre solutions ne dépend pas de £. Soient 6,, 6., 9,, 5, 


quatre solutions; le rapport anharmonique de tang, tang, tang À 


5 > ey ae 
et tang — est constant, c’est-a-dire 





lang a — tang a tang 2 — tang a 
tang 9 _ tang I tang I _ tang — rons 
2 2 2. 2 
vu 
sin 2 > D in 2% 
= const 


Cette dernière égalité exprime le théorème que nous avons énoncé; 
car le premier membre est le rapport anharmonique de quatre points 
situés sur un cercle, tels que les rayons passant par ces points fassent 
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respectivement des angles égaux à 6,, 6,, 65, 0, avec une même direc- 
tion. 


24. De ce théorème résultent les mêmes conséquences que celles 
qui ont été signalées pour la recherche des lignes asymptotiques des 
surfaces réglées. 

La connaissance d’une ligne de courbure ramènera la recherche des 
autres à deux quadratures. Si l’on connaît deux lignes de courbures, 
on pourra obtenir les autres par une seule quadrature. Enfin la con- 
naissance de trois lignes de courbure permet d’obtenir les autres sans 
aucune intégration. 

Il existe une classe de surfaces ayant un système de lignes de cour- 
bure circulaires dont on connaît a priori une ligne de courbure du 
second système. Ce sont les surfaces enveloppes d'une série de sphères 
coupant une sphère fixe sous un angle constant. JI y a plus : la con- 
naissance de cette ligne de courbure équivaut à deux, car elle coupe 
chacun des cercles du premier système en deux points; donc, dans ces 
surfaces, la recherche des lignes de courbure du second système est 
ramenée à une quadrature. On voit l’analogie qui se présente entre ces 
surfaces et les surfaces réglées dont les génératrices font partic d’un 
complexe linéaire. Considérons d’abord une surface enveloppe d’une 
série de sphères coupant un plan donné sous un angle constant. L’en- 
veloppe des cereles suivant lesquels la sphère mobile coupe le plan est 
une ligne de courbure de la surface. Cette ligne est, en effet, une ligne 
de courbure pour le plan : celui-ci d’ailleurs coupe la surface sous un 
angle constant. La ligne considérée est donc aussi une ligne de cour- 
bure pour la surface, d'après un théorème dû à Joachimstal. On voit, 
en outre, que chacun des cercles du premier système rencontre en 
deux points cette ligne de courbure. 

Le raisonnement est identique dans le cas où, au lieu d’un plan 
fixe, on a une sphere. L’enveloppe des cercles de cette sphère, suivant 
lesquels la coupe la sphère mobile, est une ligne de courbure de la sur- 
face, que rencontre en deux points chaque cercle du premier système. 

Nous avons considéré des surfaces dont les génératrices faisaient 
partie de deux et par suite d’une infinité de complexes linéaires. 
Nous obtiendrons ici des surfaces analogues en prenant des surfaces 
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enveloppes d’une série de sphères coupant deux sphères données sous 
des angles constants. Toutes les sphères qui coupent deux sphères 
données sous des angles constants coupent également, sous un angle 
constant, une sphère quelconque passant par l’intersection des deux pre- 
mières. Cela nous montre que nous pourrons considérer d’une infinité de 
manières notre surface comme l’enveloppe d’une série de sphères cou- 
pant une sphère donnée sous un angle constant. Nous pourrons donc 
avoir immédiatement toutes les lignes de courbure du second système 
de cette surface. Ces lignes seront des courbes sphériques situées sur 
‘ des sphères passant par l'intersection des deux premières sphères. 
Chaque ligne de courbure du second système rencontre en deux 
points les cercles de courbure du premier, et deux lignes de courbure 
du second système sont rencontrées par un cercle quelconque du pre- 
mier système en quatre points, dont le rapport anharmonique est 


constant. 
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HISTORIQUE. 


Le premier phénomène de dispersion anomale, c’est-à-dire de distri- 
bution irrégulière des couleurs dans le spectre, a été signalé par 
M. Le Roux ('), dans ses Recherches sur les indices de réfraction des 
vapeurs. Ä 

Il observait, à l’aide d’une lunette astronomique, munie d’un micro- 
mètre oculaire, l’image de la fente d’un collimateur, après avoir inter- 
posé entre les deux un prisme creux d’un angle considérable. Ce 
prisme, en porcelaine, fermé par des glaces, était placé dans une en- 
ceinte chauffée; l’intérieur, en libre communication avec l’atmosphère, 
contenait des morceaux d’iode qui se réduisaient en vapeur. Dans ces 
conditions, l’image de la fente lumineuse paraissait composée de deux 
parties, l’une bleue et l’autre rouge; cette dernière était la plus déviée, 
contrairement à ce que l’on observe d'ordinaire. Un prisme de verre 
donnant une déviation de 11’ environ permettait d’achromatiser sensi- 
blement l’image. Ce prisme devait être disposé de façon que sa dévia- 
tion propre vint s'ajouter à la déviation, primitive, qui était, elle aussi, 


voisine de 11’. 


(') Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. LV, p. 126; 1862. 
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En éclairant la fente avec de la lumière rouge, puis avec de la lu- 
mière bleue, on voyait l’image rouge et l’image bleue se produire à 
des endroits différents. La dispersion produisait un écart de 30” envi- 
ron entre les deux images; pour l'air, dans les mêmes conditions, 
l'écart était à peine de quelques secondes. 

Bien qu'il eût déjà déterminé l'indice de réfraction de certaines va- 
peurs ('), M. Le Roux ne paraît pas s'être préoccupé de mesurer celui 
de la vapeur d’iode. 

Les travaux postérieurs relatifs à la dispersion anomale ont porté 
surtout sur les dissolutions peu transparentes, et se sont faits à l’étran- 
ger. Ils ont été résumés, en grande partie, par M. Bertin (7). 

M. Christiansen (*), à la suite d’études sur la réflexion totale, au 
contact du verre et d’une solution alcoolique de fuchsine, a été conduit 
à la mesure des indices de cette dissolution. Le procédé employé par 
lui n’est autre que la méthode ordinaire de la déviation minima; mais 
l’opacite du liquide l’a forcé à prendre pour prisme deux lames de 
verre, maintenues au contact par l’un de leurs bords, tandis qu'une 
vis permet d’écarter les deux autres. Le liquide se porte vers l’arete, 
par suite de la capillarité, et l’on observe le spectre à la manière ordi- 
naire. Ce spectre se réduit à deux portions, rouge et violette, séparées 
par une bande d'absorption. L'indice a été déterminé plusieurs fois 
pour chaque dissolution, en faisant varier l’angle du prisme de 1°36’ 
à 4°22’. L'auteur a mesuré le plus exactement possible l'indice de la 
raie H, et a déterminé ensuite la différence entre cet indice et celui de 
chacune des autres raies. Les valeurs de ces différences, pour une même 
solution, varient avec l'angle du prisme employé. 

La variation des nombres est en moyenne d’une unité du second 
ordre décimal, ce qui correspond à une erreur relative de 35. 

Pour une solution alcoolique contenant 18,8 pour 100 de fuchsine, 
les valeurs moyennes sont données dans le tableau suivant : 





(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXI, p. 345; 1861. 
(?) Annales de Chimie ct de Physique, 4° série, t. XXV, p. $oo; 1872. 
(?) Annales de Poggendorff, t. CXLII, p. 250; 1871. 
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Nom des raies. n—n,, n. Indices de l’alcool. 

B............ + 0,138 1,450 1,363 
C............ + 0,190 1,502 » 
D............ + 0,249 1,561 1,365 

. DiE.......... + 0,178 1, 490 » 
F.......,.... + 0,000 1,312 1,370 
FiG......... — 0,027 1,285 1,373 
| | .......... » 1,312 1,356 


On voit, par ce tableau, que tous les indices sont plus grands que 
celui de la raie H, excepté l'indice de la raie G; il ya donc anomalie 
complète. 

A la fin de son Mémoire, M. Christiansen indique une méthode de 
mesure, sur laquelle j'aurai à revenir, et qui consiste à déterminer 
l'angle de réflexion totale quand la lumière passe du verre dans une 
couche liquide très-mince. D'ailleurs il ne cite aucun des nombres 
obtenus par ce procédé. 

Dans une série d’études sur la dispersion anomale, M. Kundt (‘) a 
découvert beaucoup de substances présentant un spectre irrégulier. 
Il remarque que, dans la réflexion de la lumière, l’angle de polarisation 
ou, plus généralement, l'incidence principale, sont des fonctions de 
l'indice déterminées par les formules de Brewster ou de Cauchy. Pour 
les corps transparents, cet angle croît régulièrement du rouge au vio- 
let, ainsi que l'indice; pour les métaux, la variation est de sens con- 
traire, comme l’ont montré les expériences de M. Jamin (?); mais on 
ne peut songer à en déterminer les indices. Cependant certains corps, 
dits @ couleur superficielle, présentent une transparence assez grande, 
tout en étant doués de la réflexion métallique; et les expériences de 
M. Van der Villigen (*) sur l’indigo montrent que l'incidence principale 
ne varie pas d’une façon régulière. C’est donc dans ces corps à couleur 
superficielle qu’il y a chance de rencontrer la dispersion anomale. 

Guidé par ces idées, M. Kundt a fait plusieurs expériences en em- 
ployant la méthode du prisme. Une goutte d’une solution, tres-concen- 

(') Annales de Poggendorff, t. CXLII, p. 163 (1871); t. CXLIII, p. 149, 259 (1871); 
t. CXLIV, p. 128 (1871); t. CXLV, p. 67, 164 (1872). 

(?) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XXII, p. 311; 1848. 

(*) Annales de Poggendorff, t. CVI, p. 464. 
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trée, d’une substance colorante était placée sur une lame de verre 
contre laquelle on appuyait le biseau d’une seconde lame. La partie 
transparente était située près du sommet et l’on observait le spectre à la 
manière ordinaire. C’est ainsi que l’auteur a trouvé la dispersion ano- 
male dans la fuchsine, le permanganate de potasse, la cyanine et plu- 
sieurs autres substances. 

Les déterminations numériques ont été faites par un procédé un peu 
différent. On rendait horizontale la fente du collimateur d’un gonio- 
mètre et l’on tendait en avant un cheveu vertical. On fixait contre l’ob- 
jectif de la lunette un prisme de flint dont l'arête était horizontale; 
dans ces conditions, on voyait un spectre vertical présentant, outre les 
rafes de Fraunhofer, une bande verticale formée par l’ombre du cheveu. 

La lunette était douée d’un mouvement dans le plan vertical, ce qui 
permettait de faire coincider le fil horizontal du réticule avec l’une des 
raies de Fraunhofer; on pouvait d’ailleurs pointer, comme d'habitude, 
l'ombre verticale du cheveu. On placait alors sur la plate-forme du 
goniomètre un prisme à liquide; le spectre devenait oblique, comme 
dans l'expérience des prismes croisés de Newlon, mais les raies de 
Fraunhofer restaient horizontales, l’ombre du cheveu prenant: seule 
une forme courbe. La quantité dont il fallait faire tourner la lunette, 
pour amener la coincidence du point de croisement des fils du réti- 
cule avec l'intersection de l’ombre du cheveu et de la raie de Fraun- 
hofer, mesurait la déviation produite par le prisme à liquide. Il n’y avait 
plus dès lors qu’à déterminer la déviation minima pour chaque raie, 
pour en déduire l'indice correspondant. 

Les expériences sont résumées dans le tableau suivant : 


Cyanine Fuchsine Permanganıte 
Nom ee de po:asse 
des raies Alcool. 1,22 p. 100. concentrée. presque concentrée. plus concentrée. presque concentré 
A..... » 1,3666 1,3732 1,3818 » 1,3377 
B..... 1,3642 1, 3691 1,3781 1,3873 1,3898 1,3397 
C...... 1,3649 1,3714 1,3831 1,3918 1,3939 1,3408 
D..... 1,3667 » » 1,3982 » 1,3442 
E..... 1,3692 1,3666 1,3658 » N 1,3452 
F..... 1,3712 1,3713 1,3705 1,3613 » 1,3420 
G..... 1,3750 1,3757 1,3779 1,3668 » 1,3477 
1..... » 1,3793 1,3821 1,3759 1,3783 1,3521 


Les indices qui manquent correspondent à des bandes d’absorption, - 
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et les nombres précédents montrent qu’il y a une variation brusque de 
l'indice dans le voisinage de ces bandes. M. Kundt estime que, par suite 
des variations de température qui se produisent pendant l'expérience, 
on ne peut espérer pousser l’approximation au delà de deux unités du 
quatrième ordre décimal. 

Les indices trouvés pour la fuchsine indiquent que le sens du phé- 
nomène est bien le même que dans les expériences de M. Christiansen; 
mais la valeur de la dispersion est beaucoup plus faible. D’après M.Kundt, 


° ° An a e 
la valeur du quotient = correspondant à la raie B, en prenant 


pour r l’indice de la raie H, serait de -£® pour la solution la plus con- 
centrée, tandis que, d’après les nombres de M. Christiansen, elle serait 
voisine de. M. Kundt attribue ces divergences à une difference de 
composition entre les fuchsines employées. 

Quant a la variation rapide de l'indice, dans le voisinage des bandes 
d'absorption, l’auteur l’explique de la façon suivante : 

L'observation montre que les corps présentent un coefficient d’ab- 
sorption notable pour les rayons qu'ils réfléchissent en de fortes pro- 
portions. D'autre part, l'intensité de la lumière réfléchie normalement 
se trouve exprimée, d’après Fresnel, par la formule 


Le maximum de I correspond au maximum de vsi l’on an >1, et au 
minimum der si l’on a n 1; d'après cela, l’indice des rayons forte-. 
ment réfléchis, c’est-à-dire de ceux qui correspondent aux bandes d'ab- 
sorption, doit être très-grand ou très-petit. M. Kundt a essayé de voir 
si l’ordre habituel des couleurs des anneaux de Newton serait altéré en 
introduisant une goutte de la solution colorée entre les deux verres 
producteurs du système d’anneaux. Le résultat de l'expérience a été 
négatif. D'ailleurs, en calculant, pour les raies du spectre, d’après la 
formule connue et les nombres précédemment donnés, les épaisseurs 
correspondant à un anneau de même ordre, on trouve que l'ordre de 
succession n’est pas interverti, ainsi que l'indique l’expérience. 

M. Soret (‘) s’est également occupé de la dispersion anomale et a 





(') Annales de Geneve, t. XL, p. 282 ; 1871. 
47. 
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cherché à annuler la dispersion propre du dissolvant par un dispositif 
special. Il plaçait le prisme à liquide dans une cuve à faces parallèles, 
remplie par le dissolvant, et observaitle spectre ainsi obtenu. Cet artifice 
permettait de voir la dispersion anomale dans des solutions de concen- 
tation moyenne qui, dans l'air, présentaient un spectre normal. Tou- 
tefois, suivant une remarque très-juste de M. Bertin, l'expérience, faite 
dans ces conditions, n’est pas concluante. Le prisme à liquide peut être 
considéré comme formé de deux autres : l'un, d'angle très-petit, con- 
tenant de la fuchsine par exemple, et l'autre, d'angle notable, conte- 
nant de l'alcool. Quand on vient à plonger ce prisme dans une cuve à 
faces parallèles, c’est comme si l'on disposait en sens inverse deux 
prismes de même angle renfermant l'un de l'alcool, l’autre de la fuch- 
sine, et dès lors on peut avoir la dispersion anomale, même avec deux 
prismes de verre donnant chacun un spectre régulier. 

On ne trouve dans le Mémoire de M. Sorct aucune détermination 
numérique relative aux indices de réfraction des corps qu'il a étudiés. 

Toutes les expériences rapportées jusqu'ici n'ont point paru suffisam- 
ment démonstratives à M. Von Lang ('); ce physicien n'a pu réussir 
à voir la dispersion anomale des solutions alcooliques de fuchsine et de 
eyanine en employant la méthode du prisme. Il parait vraisemblable 
que les solutions étudiées par lui n'étaient pas assez concentrées; 
mais il est bon d’insister sur certaines remarques qu'il a faites. Il a 
observé que la dispersion paraissait anomale ou régulière suivant la 
position de l'œil; dès lors il attribue à un défaut d’achromatisme de 
cet organe les apparences observées par MM. Kundt et Christiansen. De 
fait, dans les observations de ce genre, si l’on n'a pas le soin d'utiliser 
les parties centrales de l’oculaire et de l'œil, on est exposé à com- 
mettre des erreurs.Cette remarque avait déjà été faite par M. Le Rou 
qui conseille de pointer les images et de s'assurer que le réticule reste 
bien en coincidence avec l'image quand on déplace l'œil, avant de se 
prononcer sur le sens du phénomène. En prenant toutes ces précau- 


tions, on arrive en effet à des résultats certains. 
[ s précédentes, on a mesuré directement 












II, p. 269; 1871. 
ie, 3° série, t. LXVI, p. 173; 1868. 
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les indices, mais certains observateurs ont essayé de calculer ces mémes 
nombres à l’aide d’autres données expérimentales. C’est ainsi que 
M. Lundquist (') a étudié la réflexion de la lumière sur une couche de 
fuchsine obtenue en déposant, sur la face hypoténuse d’un prisme de 
crown rectangle et isoscèle, une solution concentrée d’acétate de rosa- 
niline mélangé d’un peu d’arsénite de la même base. Le rapport des 
amplitudes, des composantes principales d’un rayon primitivement po- 
larisé et la différence de phase de ces mêmes composantes ont été déter- 
minés par la méthode de M. Jamin (*). Les formules de la réflexion 
vitreuse représentent bien les expériences pour les raies Bet C; quant 
aux rayons d'une autre couleur, ils subissent la réflexion métallique et 
il faut recourir aux formules de Cauchy. On peut, à l’aide de ces for- 
mules, calculer les indices de la fuchsine par rapport au crown et sous 
l'incidence normale pour les différentes raies. Le résultat de ce calcul 
indique un accroissement considérable de l'indice, dans le voisinage de 
la raie D, conformément à ce que donne l'observation directe. 

On trouve également, dans un travailde M. Eilhardt Wiedemann (°), sur 
la polarisation elliptique de la lumière, des déterminations des indices 
de réfraction de la fuchsine solide. Ce physicien a étudié la réflexion sur 
une couche de fuchsine obtenue par évaporation d'une solution al- 
coolique déposée sur une lame de verre. La méthode expérimentale (* ) 
n’est qu’une modification de la méthode du mica, d’un quart d'onde, 
déja employée par de Senarmont. Les indices sont calculés en prenant, 
pour leurs valeurs numériques, la tangente de l’angle d’incidence 
pour lequel la différence de marche des deux composantes principales 
du rayon elliptique est égale à un quart de longueur d'onde. Les valeurs 
trouvées sont les suivantes : | 


Indices de la fuchsine solide. 


Naies. Indices. 
| VER 2,251 
| OR ee EEE 1,327 





nn D en mn mé © CR AHA mn en m me en DR SEE a nen — 


(') Mémoire sur la réflexion de la lumière, présenté à la Société royale des Sciences 
d’Upsal, le 6 décembre 1873, et Journal de Physique, 3° série, t. Ill, p. 352. 

(*) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XXIX, p. 263; 1850. 

(': Annales de Poggcndorff, t. CLI, p. 1 (1874), et Journal de Physique, t.1V, p. 20. 

(*) Journal de Physique, t. IV, p. 240. 
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Ces nombres indiquent une dispersion anomale considérable. 

D'autres physiciens, MM. Mach et Osnobischin('), ont cherché à mettre 
en évidence la dispersion anomale au moyen de franges d’interférences. 
Ils ont employé, pour produire les franges, deux fentes verticales, dont 
l’une était recouverte d’une mince couche de fuchsine. En diminuant 
convenablement la largeur de l’autre fente, on arrivait à rendre égales 
les intensités des deux faisceaux et les franges apparaissaient, sans offrir 
d’abord rien de particulier. On les examinait alors à travers un prisme 
dont les arêtes étaient perpendiculaires aux franges. Dans les conditions 
habituelles et avec ce dispositif, on obtient un spectre traversé par des 
bandes noires, qui s épanouissent en éventail du violet au rouge; cela 
tient à ce qu’une frange noire, d'ordre déterminé, est plus rapprochée 
de l’axe du phénomène pour le violet que pour le rouge, et que, d'autre 
part, le prisme dévie plus le violet que le rouge. Mais, quand on répète 
l'expérience, après avoir couvert l’une des fentes d’une mince couche 
de fuchsine, les bandes noires paraissent courbées en S, indiquant, 
ainsi que dans les franges, que l’ordre de succession des couleurs n’est 
pas régulier; cette irrégularité ne peut provenir que d’un déplacement 
anomale de la frange centrale pour les différentes couleurs ou, en 
d’autres termes, de la dispersion anomale de la fuchsine. 

Les auteurs ont d’ailleurs varié le mode de production des franges ca 
opérant avec de la lumière polarisée et les demi-lentilles de M. Billet 
ou les lames épaisses de M. Jamin. 

Des expériences d’un autre genre ont été faites par M. Wernicke (?): 
ce physicien admet que l’absorption de la lumière par un milieu peu 
transparent est représentée par la formule 


A = A, K4, 


À, A,et K étant des constantes dont la dernière est inférieure à |’ unite 
et d l'épaisseur traversée. 

Il emploie un spectroscope à double fente; l’une de largeur variable 
b', l’autre de largeur fixe 5; des couches absorbantes, d'épaisseur d et 


_ ee ee ne re I a I ee m „anne nm en ee à men nn me cr rn ee © ee 


(') Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Vienne, 1°" semestre 1875, et Journal 
de Physique, t. V, p. 34. 
(7) Annales de Poggendorff, t. CLV, p. 17 (1875), et Journal de Physique, \. WV, p. 314. 
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d’, sont placées normalement sur le trajet des faisceaux lumineux issus 
des deux fentes, et l’on règle la fente variable de manière à amener l'éga- 
lité d'intensité des deux faisceaux. Soit alors b, la largeur de fente mo- 
bile; on a la relation 


bA,K’— b, A, K? ou 4 — k?’-¢, 
6 


On incline alors les deux couches absorbantes d’un angle ¢ et l’on ra- 
mène les intensités à être les mêmes; soit 5, la nouvelle largeur de la 


fente variable, on a 
d—d 
— — K esr ; 


©] © 


r désignant l’angle de réfraction correspondant à l'incidence z. De ces 
formules on déduit 

logb, 

log b, 





COS r = 


Dès lors l’indice se calcule par la formule connue 


__ sing 
~ sinr 
Deux observations faites sous deux angles différents 30° et 60° ont 
donné les résultats suivants : 





Indices 
nn .. 
Nom des raies. 1° experience. 2° expérience. 
D....... 2,168 2,999 
E....... 1,754 1,653 
F........ 1,487 1,507 
G.... .. 1,310 1,314 


La méthode indique le sens des phénomènes, maïs ne parait pas com- 
porter une bien grande précision. 

La dispersion anomale a fait l’objet de plusieurs études purement 
théoriques, que j’exposerai tres-brievement, n'ayant pas l'intention de 
discuter les formules analytiques des différents auteurs. 

M. Sellmeier (') admet que la dispersion tient à la résistance que les 
molécules pondérables opposent à la propagation du mouvement vibra- 





— 


(') Annales de Poggendorff, t. CXLIN, p. 272. 
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tuire. D'après lui, les molécules éteignent les mouvements vibratoires 
d’une certaine période : par suite, elles doivent augmenter l'indice de 
réfraction des vibrations plus lentes et diminuer celui des vibrations 
plus rapides. Ces variations d’indice seraient même sensibles pour les 
milieux transparents; on peut le reconnaître en construisant une courbe 
ayant pour ordonnées les indices et pour abscisses les valeurs correspon- 
dantes de = À désignant la longueur d’onde; car, d’après Cauchy, la 


dispersion est une fonction de la quantité —- Pour l’eau et le sulfure 


de carbone, on obtient des courbes régulières, mais de courbure 
inverse; dans le cas du crown, la courbe présente une inflexion dans la 
région qui correspond aux rayons verts, et, si l’on se reporte aux 
expériences de M. F. Bernard ('), on trouve que le coefficient d'ab- 
sorption du crown, pour les rayons verts, est plus grand que pour les 
rayons rouges. 

Dans une étude mathématique de la question, M. O. Mayer (7) a 
cherché à introduire dans les équations différentielles du mouvement 
vibratoire des ondes planes certaines hypothèses relatives à l’absorp- 
tion de la lumière. 

Une première hypothèse consiste à admettre que les molécules d’é- 
ther frottent contre les molécules matériellesimmobiles; d’où une rési- 
stance proportionnelle à la vitesse de vibration des molécules éthérées. 
Des lors, l'équation du mouvement vibratoire d’une onde plane se pro- 
pageant perpendiculairement à l’axe x devient 

CF Ge a 
dv Pax (dt 

Cherchant une intégrale simple de cette équation et prenant pour 
indice de réfraction de la lumière de longueur d'onde À le rapport 
entre la vitesse de propagation dans le vide et la vitesse de propaga- 
tion dans le milieu considéré, on arrive à la formule 


(') Annales de Chimie ct de Physique, 3° série, t. XXXV, p. 434. 
(?) Annales de Poggendorff, t. CXLV, p. 80; 1872. 


—— 
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Cette formule est compatible avec le fait de la dispersion anomale. 
Dans un second calcul, l’auteur admet un frottement des couches 
d’éther les unes sur les autres et, par suite, une résistance propor- 
tionnelle à leur vitesse relative. L’équation du mouvement vibratoire 


devient dans ce cas 
DE ls ay AE 
de” dx "Max: dx?” 


et les mêmes procédés de calcul conduisent à représenter l'indice par 


la formule 
=: ES PE 
n PEUR ‘Trek Ey 


Cette formule peut, comme la precedente, s’accorder avec les faits; 
cependant les calculs indiquent une augmentation du coefficient d’ab- 
sorption avec la vitesse de vibration, ce qui implique que l’absorption 
devrait surtout se faire sentir dans le violet. 
Dans un travail postérieur, M. Helmholtz (') a donné plus de préci- 
sion aux idees de M. Sellmeier. | 
D’après ce physicien, certaines molécules pondérables participent au 
mouvement vibratoire del’étherquilesenvironne; iladmetd’ailleurs, avec 
Cauchy, quel’on peut considérer l’éther et la matière pondérable comme 
deux milieux continus agissant l’un sur l’autre. Pour expliquer l’absorp- 
tion, il suppose que le milieu pondérable oppose aux molécules maté- 
rielles covibrantes une résistance analogue au frottement. D'après cela, 
considérons une onde plane se déplaçant perpendiculairement al’axe Oy; 
nous aurons à écrire les équations différentielles du mouvement d’une 
molécule d’éther et celles du mouvement d’une molécule matérielle. 
La molécule éthérée sera soumise à l’action élastique de l’éther et à 
l’action des molécules matérielles; cette dernière est proportionnelle 
au déplacement relatif de la molécule éthérée, dont l’élongation est 
représentée par & et de la molécule covibrante, dont l’élongation est 
représentée par x. L’équation du mouvement vibratoire sera dès lors 
d 
F a 





=o TE + let) 


(') Annales de Poggendorff, t. CLIV, p. 512 (1875), et Journal de Physique, t. IV, p.216. 
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Pour la molécule covibrante, il faudra tenir compte de l’action recı- 
proque de l’ether et des molécules matérielles; d'une force pro- 
portionnelle au déplacement, provenant de l’action des molécules 
ponderables immobiles, et enfin du frottement. Dès lors, l'équation 
différentielle du mouvement peut s’écrire 


ax | \ dx 
mp) ar po. 


On peut satisfaire à ces équations par des valeurs de la forme 


Ë — Wel ay, 


zx — À eg nt, 


dans lesquelles r représente le nombre de vibrations à la seconde. La 
substitution montre que / doit être imaginaire; l’auteur pose dès lors 


n — 
= krzya. 


À représente le coefficient d'absorption et c la vitesse de propagation 
du mouvement. 

Développant le calcul en négligeant A? et les puissances supérieures, 
c’est-à-dire se plaçant dans le cas d’une faible absorption, il parvient à 
montrer qu'il ne peut y avoir dispersion anomale dans ces conditions. 

Dans le cas contraire, M. Helmholtz arrive à représenter approxima- 
tivement ce qui se passe dans le voisinage du maximum d'absorption 
par la construction géométrique suivante (fig. 1) : 


Fig. 1. 





Designons par v le nombre de vibrations à la seconde dans le milieu 


D 
NI 
© 
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de la bande d'absorption, et prenons 


4 2 
D — B B — 27, 


12. 
AB=-—— — 7 1In3° 
x ayn m 


an 
puis décrivons un cercle sur BD comme diamètre. Pour voir ce qui se 
passe dans une partie de la bande d'absorption, où le nombre de vibra- 
tions à la seconde est n < v par exemple, on prend KM = ¢— net l'on 
mène BM, puis, par le point E, la perpendiculaire EH. La vitesse de 
propagation c est donnée par la relation 


—_ 
— — 


I 
c! 2 


(AE + AH). 


Si l’on supposait n> v, il faudrait prendre le point M à droite. La 
quantité . est proportionnelle au carré de l’indice; par conséquent, si 


BK est petit, on voit que, pour de petites valeurs de n — v, le point E 
peut se déplacer beaucoup sur le cercle et la somme AK + AH passer 
par un maximum. 

Les calculs précédents se rapportent au cas d’une seule bande d’ab- 
sorption; si le nombre de ces bandes est plus grand, on admet qu’à 
chacune d’elles correspond une molécule covibrante, ce qui introduit 
de nouvelles équations. On obtient alors, pour chaque bande, des ré- 
sultats analogues aux précédents. 

Enfin M. Ketteler s’est également occupé de ce probleme théorique('). 
Pour lui, les formules de M. Helmholtz ne peuvent pas représenter le 
phénomène; car, en annulant le coefficient d'absorption, on trouve, 
pour les corps transparents, des formules en désaccord avec l’expé- 
rience. 

La présence des molécules matérielles, d’après les vues de l’auteur, 
équivaut à une modification de l’élasticité de l’ether; d’où il suit que 
le mouvement d’une molécule éthérée se trouve représenté par l’é- 
quation 


e représente la constante d’élasticité de l’éther libre. 


= mnt mm em me Me me mn ee à i me ce te ee . eo mm me me» es 





—— on 


(') Philosophical Magazine, 5° série, t. II, p. 414; 1876. 
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Quant à la molécule matérielle covibrante, il admet qu’elle est sou- 
mise à la force élastique du corps pondérable, laquelle est proportion- 
nelle au déplacement, et à une seconde force due à la déformation du 
milieu, et il écrit 

dx , Br 
mn = == Ker + E —— dy 

Dans le cas de plusieurs molécules covibrantes, on écrit autant d’é- 
quations qu’il y a de molécules, et l’on ajoute dans la premiere équa- 


tion autant de termes analogues à E = PE. 


Le développement du calcul conduit à représenter l'indice par la 
formule 


D et L sont des constantes dépendant de la molécule covibrante con- 
sidérée, / représente la longueur d’onde, dans le milieu considéré, de 
la lumière considérée. Sous le signe 2, le nombre des termes est égal 
à celui des molécules covibrantes. 

De fait, des formules de dispersion de cette forme peuvent représen- 
ter les phénomènes; mais, la publication du Mémoiren’étant pas achevée, 
je n'ai pu me former une idée bien nette de la manière dont l’auteur 
rend compte de la dispersion anomale. 


PREMIÈRE PARTIE. 


EXPÉRIENCES RELATIVES A LA DISPERSION DE L'IODE. 


Dispersion de la vapeur d'iode. 


Je me suis occupé de répéter les expériences de M. Le Roux, relatives 
à la vapeur d’iode, et j’ai cherché à mesurer, d’une manière approchée, 
les indices de réfraction de cette vapeur, pour les rayons rouges et les 
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rayons violets. La méthode qui m'a paru la plus commode est encore 
celle du prisme. 

Le prisme représenté dans la fig. 2, en projection horizontale, se 
compose d'un tube de verre ABCD, taillé en biseau à ses deux extré- 





mités. Deux glaces G et G’, maintenues par une monture métallique, 
viennent compléter ce prisme. La monture est formée d’une première 
plaque MN, contre laquelle s'appuie la base du prisme; deux autres 
plaques P et Q, percées, en leur centre, d'ouvertures elliptiques, servent 
à appliquer les glaces contre les bords rodés du tube. Huit tiges, dont 
les quatre supérieures T sont! visibles sur la figure, se trouvent fixées 
sur la plaque MN, perpendiculairement à la direction des glaces; elles 
pénètrent dans des trous pratiqués dans les plaques mobiles. Ces tiges 
sont munies de pas de vis à leurs extrémités, et des écrous permettent 
de serrer fortement les plaques mobiles et les glaces entre les biseaux 
du tube. Un trou R, sur lequel s’adapte un tube de verre rodé à l’&meri, 
sert à faire communiquer l’intérieur du prisme avec l’atmosphère ; 
c’est aussi par là que l’on peut introduire les morceaux d’iode. 

Le dispositif adopté permet un démontage rapide et donne beaucoup 
de facilité pour le nettoyage des glaces. De plus, si l’on applique une 
solution de gomme entre les bords du prisme et les glaces, et aussi sur 
le pourtour du tube qui pénètre en R, on obtient une fermeture telle, 
que l'on peut faire dans l’appareil un vide approché. Quant au diamètre 
du tube constituant le prisme, il est d’environ 5 centimètres et l'angle 
voisin de 140°. 

L’étuve, en cuivre rouge, servant à chauffer le prisme, est constituée 
par deux cylindres horizontaux, concentriques et de même longueur. 
L’intervalle annulaire qui les sépare est de a centimètres environ. Les 
cylindres ABCD, A'B'C'D’ (fig. 3) sont réunis par leurs extrémités, 
ainsi que l'indique la coupe ci-contre. Deux tubulures S et R, dont la 
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dernière est munie d'un robinet, permettent d’introduire dans l’espace 
annulaire un liquide ou une vapeur. 


Fig. 3. 





Pour achever de clore l'enceinte, on adapte aux extrémités deux 
opercules à double enveloppe MN et M’N’, percés d'ouvertures cen- 
trales. Des viroles maintiennent les glaces G et G’, qui permettent au 
faisceau lumineux de traverser l’étuve. Une tubulure T, passant à tra- 
vers les deux cylindres, livre passage au tube destiné à mettre l’intérieur 
du prisme en communication avec l’atmosphère, tandis qu’une seconde 
tubulure semblable permet l'introduction d’un thermomètre ; donc le 
réservoir se trouve alors voisin du piston. 

Dans les premières expériences, la chaudière, renfermant de l'huile, © 
était chauffée à l’aide d’un bec de gaz; pour empêcher le courant d'air 
chaud de faire onduler les images, j'avais disposé deux écrans qui, par- 
tant des extrémités C et D, descendaient jusqu’au contact de la table 
soutenant l'appareil. Plus tard, pour obtenir une température bien con- 
stante, j’ai fait arriver, par la tubulure C, un courant de vapeur d’eau; 
cette vapeur, sortant par la tubulure R, allait se condenser dans un 
vase contenant de l’eau. Grâce à ce mode de chauffage, je pouvais main- 
tenir la température à too degrés pendant plus d’une heure. L’obser- 
vation du spectre se faisait à l’aide d'une lunette de MM. Brünner, por- 
tant un micromètre oculaire; la distance focale de la lunette était de 
620 millimètres et le diamètre de l'objectif 55 millimètres. 

Le micromètre, portant deux fils en croix, était mobile à l’aide d’une 
vis micrométrique, dont le pas était de 0"®,4; le tambour portait 


RECHERCHES SUR LA DISPERSION ANOMALE. 383 


100 divisions; un tour de la vis équivalait à 130” et une division du 
tambour à 1”,3. 

Avant de procéder aux expériences, il faut d’abord se procurer de 
bonnes glaces, pour fermer le prisme et l’enceinte, et choisir le sens dans 
lequel on doit les ajuster, pour que l’image de la fente du collimateur, 
vue à travers le système complet du prisme et de l’etuve, soit bonne et 
exempte d’irisations. J'ai dû essayer plusieurs glaces avant d’arriver à 
un résultat satisfaisant. 

On place alors le collimateur horizontalement à l’aide d’un niveau et 
l'on rend sa fente verticale ; derrière ce collimateur, on dispose l’étuve 
de manière que le faisceau lumineux passe par le centre des glaces; 
quant au prisme, on le place sur une tablette de cuivre PQ (fg. 4). 


Fig. 4. 





s'appuyant par les bords contre les parois du cylindre intérieur B'C’. On 
rend verticale l’arête de ce prisme; on fait en sorte que la lumière tra- 
verse les parties centrales de ses faces, puis on adapte le tube destiné 
à mettre l’intérieur du prisme en communication avec l'atmosphère. 
On a eu soin de metire dans ce prisme une assez grande quantité 
d’iode. 

Pour bien orienter la lunette, on dispose sur son objectif un écran 
percé d’une ouverture centrale d'un diamètre un peu plus petit que 
celui du prisme; on enlève l’oculaire et, regardant par le tube du ti- 
rage, on s'arrange de manière à voir la partie libre de l’objectif forte- 
ment éclairée. On est sûr ainsi d'utiliser la partie centrale de l’objectif. 
On replace alors l’oculaire, après l'avoir muni d’un ceilleton tres-petit 
pour forcer l’œil à regarder dans l’axe de la lunette. Toutes ces précau- 
tions sont nécessaires si l’on ne veut pas commettre d'erreur sur le sens 
de la dispersion. 

L'appareil ainsi disposé, on éclaire la fente du collimateur avec 


m 


vv 
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l’etincelle condensée d’une grande bobine de Ruhmkorff, jaillissant 
entre deux fils de cadmium. On obtient ainsi un point lumineux in- 
tense, el la lumière qui en émane est composée de rayons rouges et de 
rayons bleu violet. : 

On met alors la fente au point, en lui donnant une largeur très-faible, 
et l’on repère sur le micromètre la position de l’image. On chauffe 
l’étuve et, quand le prisme est rempli de vapeurs d’iode, on procède 
aux observations. 

L'image de la fente parait composée de deux parties : l’une rouge, 
l’autre violette; si l’on n’avait pas le soin de maintenir l'œil bien fixe, 
on pourrait intervertir l’ordre de ces couleurs; mais, en prenant les 
précautions indiquées ci-dessus, on constate que le rouge est plus dévié 
que le violet; d’ailleurs, on s’assure de la réalité du fait en pointant les 
deux images. Pour se mettre à l’abri de toute idée préconçue, on fait 
les pointés en plaçant alternativement un verre bleu et un verre rouge 
en avant de la fente du collimateur. 

Dans ces conditions, on ne voit qu’une seule image à la fois et l’on en 
détermine la position. 

Quand on opère avec le bain d'huile et qu’on éclaire avec la lumière 
solaire, on peut élever la température jusqu’à ce que le thermomètre 
marque 130 degrés : on obtient alors, entre les deux images, un écart 
représenté en moyenne par ro divisions du tambour, la déviation to- 
tale étant de 150 divisions environ; mais les variations de température 
empêchent les mesures d’être concordantes. 

Pour opérer à température constante, on fait arriver dans l’étuve ua 
courant de vapeur d’eau ; on n’a plus besoin de recourir au Soleil, ear 
les étincelles d’induction donnent une lumière assez intense. 

Voici, comme exemple, les résultats d’une expérience faite le 
13 mars 1877 : 
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Déviation 
nt en divisions 
Lumière blanche. Lamitrerouge. Lumière bleue. da micromètre. 


Leclures du micromètre. 


Avant de chauffer. ................ 133 n » » » 
D oser musee 132 » » D n 
BER 132 » » » 

Apres une heure de chatffe......... » » 75 » 57 
D... » 71 » 61 » 
» ss » » 74 » » 
DM a we wee » =O » 62 58 

Après une heure un quart de chauffe.. . » » 75 » 57 

» » wee » 71 » 61 » 

» » cee » » 76 » 56 

» » eee » 70 » 62 » 
Appareil refroidi..,............... 132 » » » » 


En prenant les nombres des autres expériences, on trouve que, pour 
le rouge, la déviation a varié entre 59 et 62 divisions du tambour et 
que, pour le violet, cette déviation a varié entre 54 et 58 divisions du 
tambour. Ces déviations ne sont donc guère déterminées qu'à 4 pres. 
Quant à l'écart entre deux pointés successifs du rouge et du bleu, i} a 
oscillé entre 4 et 7 divisions; ce qui fournit, pour la dispersion, une 
approximation de même ordre que la précédente. Je ne crois pas qu'il 
soit possible, par cette méthode, d'arriver à une précision beaucoup 
plus grande. 

La connaissance de ces déviations ne suffit pas pour calculer les in- 
dices de la vapeur d’iode; il faut d'abord chercher dans quel état se 
trouve la vapeur d’iode à 100 degrés, et, pour cela, déterminer sa 
tension. 

L'appareil (fig. 5) qui a servi à mesurer cette tension se compose 
de deux tubes AB et CD, pouvant être fixés à l’intérieur d’un manchon 
de verre MN. Le premier de ces tubes porte deux étranglements, et l’on 
a introduit, dans la partie renflée P, un peu de paraffine; la partie supé- 
rieure contient des morceaux d’iode. Le tube CD ne porte qu’un seul 
étranglement et renferme aussi de la paräffine. Après avoir étiré à la 
lampe les extrémités A et C des tubes, on les dessèche en y faisant 
passer un courant d’air qui traverse, au préalable, une éprouvette à 
pied contenant de la chaux potassée; on chauffe même les tubes pen- 
dant qu'ils sont soumis à l’action du courant d’air. Les tubes desséchés 
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5 
sont mis en place et l’on fait plonger leurs extrémités dans une petite 
cuve à mercure. A l’aide d’un aspirateur de Sprengel, on fait le vide 


Fig. 5. 
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successivement dans chaque tube par la partie supérieure; quand le 
vide a été maintenu pendant près d’une heure, on ferme à la lampe. 
Pour déterminer alors la tension de vapeur de l’iode à 100 degrés, on 
fait arriver, par le tube T’, un courant de vapeur d’eau qui s’échappe 
par le tube T. La paraftine fond dans chaque tube et se répand sur la 
surface du mercure. Dans le tube CD, le déplacement du niveau est peu 
considérable ; mais en AB, l'iode entrant en vapeur, produil une de- 
pression de la colonne mercurielle. La couche de paraffine de ce tube 
AB se colore en brun, mais l’iode n’attaque pas sensiblement le mer- 
eure; toutefois il est impossible de relever le niveau: au cathétomètre. 
Les lectures faites sur une règle divisée m'ont donné, pour tension de 
la vapeur d’iode à 200 degrés, 5o millimètres environ. C'est ce nombre 
que j’adopterai pour le calcul de l'indice. 

L'angle du prisme est un second élément qu'il importe de connaitre 


RECHERCHES SUR LA DISPERSION ANOMALE. 387 


pour effectuer le calcul; mais on peut, au lieu de déterminer cet angle, 
comparer la réfraction de la vapeur d’iode à celle de l’air, de la ma- 
nière suivante : 

Le tube qui communique avec l’intérieur du prisme est mis en rap- 
port avec l’une des branches d’un robinet de verre à trois voies; la 
seconde branche de ce robinet est reliée à un manometre harométrique 
à deux branches. On fait le vide dans le prisme et dans le manomètre 
en adaptant une machine pneumatique à la troisieme branche du ro- 
binet. Quand le vide est poussé aussi loin que le permettent les fuites 
du prisme, on arrête le jeu de la machine et l’on mesure la déviation 
de l’image. Au moment où l’on fait le pointé, un aide tourne le robi- 
net de façon à isoler complétement le manometre du reste de l’appa- 
reil; la pression indiquée par cet instrument, qu’on vient lire ensuite 
au cathétomètre, est celle qui existe réellement dans le prisme au 
moment de la lecture de la déviation. 

Pour donner une idée de cette déviation, je citerai les nombres d'une 
expérience faite le 21 mars 1893. 

La pression, primitivement égale à la pression atmosphérique 742 mil- 
limètres, ayant été amenée à 14 millimètres, la déviation s’est trouvée 
de 192 divisions du tambour; la température était de ro degrés. 

Cette déviation était naturellement de sens contraire à la précédente, 
et de plus on ne pouvait distinguer aucune coloration dans l’image. 


Calcul de l'indice. 


J'admets que l'air et la vapeur d’iode suivent exactement les lois de 
Mariotte et de Gay-Lussac, et de plus que la réfraction d’un gaz, c’est- 
à-dire l’excès de son indice sur l'unité, est proportionnelle à sa densité. 
De nombreuses expériences de MM. Jamin (*) et Mascart (?) montrent 
que cette loi s'accorde bien avec les faits, surtout lorsqu’on produit la 
variation de densité par une variation correspondante dans la pression. 

Dans l’expérience sur la vapeur d’iode, on a dans l'intérieur du 
prisme de la vapeur d’iode à T degrés et à la pression A, et de lair ala 








+ € ee en nee me ee ee 





(') Annales de Chimie et de Physique, 3° serie, t. XLIX, p. 282. 
(*) Annales scientifiques de l'École Normale, 2° série, t. IV, p. 9. 
4. 
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même température et à la pression H — Ah, H désignant la hauteur baro- 
métrique. Quant à l’air qui environne le prisme, il est à la tempera- 
ture T et à la pression H; mais on peut partager cette masse d’air en 
deux, l’une à la pression H— het l’autre à la pression A. Les deux masses 
d'air, intérieure et extéricure, à la pression H — À, ne produisent pas 
d'effet de réfraction. La déviation observée est la même que celle qui est 
produite par le prisine plein de vapeur d’iode à la pression A et place 
dans de l’air à la même température T et à la même pression A. 

D’après cela, désignant par N, et n, les indices de la vapeur d’iode 
et de l’air dans les conditions normales, c'est-à-dire à zéro et sous la 
pression de 760 millimètres, et par N ct 7 les indices des mêmes corps 
dans les conditions de l'expérience, on a les équations 


. h I 
Ni) pal’ 
n—ı:-/n —ı) h , 


760 1+al 

« désignant le coefficient de dilatation de l'air et de la vapeur. 
La lumière traversant un prisme d'indice N placé dans un milieu 
. je .. . oye . . N 

d'indice n, l'indice relatif du milieu constituant ce prisme est —; comme, 


d’ailleurs, on est à peu près dans la position de la déviation minima, on 
peut écrire 





2 A.D 
== — = COS — + COL — sin-s 
A 2 2 2 


en désignant par A l'angle du prisme. 
La quantité D étant très-petite, la formule précédente peut être écrite 
ainsi : 
N 


A 
— —1—= — CO —-;: 
n 2 2 


d’où, en remplaçant N et 7 par leurs valeurs en N, et ro, 


— ) 
N No = D cot A . 
700 2 2 


nytt TE (1+ aT) 
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Dans l'expérience faite sur l’air, en désignant par 7’ l'indice de Pair 
resté dans le prisme, par »#” celui de l'air extérieur et par D’ la dévia- 
tion, on a de même 


n et nr” sont définies par les relations suivantes : 


h’ 1 


n men ES tet? 
n”--ı= (m —ı) LE 
TON 760 1 -- ad 


- 


A’ désigne la pression de l’air resté dans le prisme, H’ la hauteur baro- 
métrique et ¢ la température. 
Ces valeurs de n’ et n” conduisent à la relation 





qui permet de calculer cot À et d’arriver à la formule définitive 


N hh’ + _760_ (1+ at) 
34 | __% 7!  pI-p 
} H' — h’ ne 


mi + 1° (14 eT) 


La quantité entre crochets est une constante qu’on détermine par les 
expériences faites sur l'air. Le calcul de cette constante, au moyen des 
données de deux expériences, conduit à des nombres ne différant entre 
‘eux que de zi, de leur valeur moyenne. 

On prend, pour effectuer les calculs, les valeurs suivantes : 


H’ = 742"7,8, A’=14™, D'=192, T= 100° et { — 10°; 


on adopte pour déviation du rouge évalué en divisions du tambour 
D — 60 et pour déviation du violet D — 55, nombres autour desquels 
oscillent les valeurs trouvées. Enfin, tenant compte de la dispersion de 
l’air, on admet comme indice normal de l'air pour le rouge 1,000.293 
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et pour indice normal du violet 1,000.295, nombres résultant des deter- 
minations de MM. Jamin et Mascart. 
Tous ces nombres conduisent aux valeurs suivantes : 


Indices de la vapeur d’iode. 


Lumière rouge......... 1,00205 
Lumière violette. ...... 1,00192 


Le pouvoir dispersif négatif de la vapeur d’iode, c’est-à-dire le quo- 





. nr! — I ’ qe e e e e 
tient ——— » n représentant l'indice du rouge et n’ celui du violet, serait 


d’après cela voisin de 0,06, c’est-à-dire de même ordre de grandeur 
que le pouvoir dispersif du flint. Cela explique pourquoi M. Le Roux a 
pu achromatiser l’image donnée par le prisme à vapeur d’iode, en dis- 
posant, à la suite et en sens inverse, un prisme de verre produisant la 
même déviation que le prisme à vapeur d’iode. 


Dispersion de l'iode en solution. 


Après ces expériences, il devenait intéressant de rechercher si l’iode 
conserve, dans les dissolutions, la propriété de dévier plus fortement 
le rouge que le violet. Les solutions qui paraissent le plus transparentes 
pour les rayons violets sont celles qu'on obtient avec Je sulfure de car- 
bone; cette remarque avait été faite déjà par M. Schultz-Sellack ('). 
C'est donc sur ces solutions qu'ont porté mes recherches, et leurs 
indices ont été déterminés par la méthode du prisme, mais en prenant 
certaines précautions. 

Avec une solution fortement colorée, il faut utiliser la portion du 
prisme tres-voisine de l’arête et dès lors il ne sort du prisme qu'un fais- 
ceau tres-étroit. Si ce faisceau ne tombe pas au centre de l'objectif de 
la lunette, la mise au point est toujours défectueuse; de plus, suivant 
une remarque de M. Kundt, le prisme produit l'effet d’une fente fine 
placée entre le collimateur et la lunette, d’où production de phéno- 





—— mm eme sm mt u mms + — {[|— 





— {nm ni 


(') Annales de Poggendorff, t. CXL, p. 334, et Annales de Chimie et de Physique, 4° série 
t. XXV, p. a17. 
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mènes de diffraction. Toutes ces causes diminuent beaucoup la netteté 
des images, et on peut les éviter en opérant sur des solutions très- 
étendues et dès lors transparentes sous une grande épaisseur. 

On compare la dispersion de ces dissolutions à la dispersion propre 
du dissolvant pour en conclure la dispersion de l’iode. 

Si, pour faire cette comparaison, on se contentait de déterminer les 
indices des deux liquides, on n’arriverait à aucun résultat, par suite de 
la variation rapide de l’indice du sulfure de carbone avec la tem- 
pérature. Cette variation, d'après les expériences de MM. Dale et 
Gladstone (‘), serait de même ordre que les differences à évaluer et les 
expériences n’offriraient aucune garantie. 

On peut néanmoins arriver à mesurer directement la différence des 
indices de la dissolution et du dissolvant, en employant up prisme à 
deux compartiments. 

Pour obtenir ce prisme, on a creusé dans un prisme de verre 
ABCA'B'C (fig. 6), et perpendiculairement à son plan bissecteur, 


Fig. 6. 





un canal circulaire MN. Une lame de verre PQ a été disposée, dans ce 
canal, perpendiculairement aux arêtes du prisme; elle est maintenue 
par deux rainures pratiquées sur les parois internes de la cavité. Cette 
lame de verre a été usée en même temps que les plans ABA’B’ et 
ACA’C; puis on a collé des glaces sur chacune de ces faces du prisme. 
Deux ouverturés, T, T’, pratiquées sur la base BC B’C’, servent à intro- 





1") Philosophical transactions, 1863, 1"* Partie; p. 317. 
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duire les liquides dans chaque compartiment. On a ainsi deux prismes 
superposés et de même angle. 

Pour faire une expérience, on introduit, dans l’un des compartiments, 
la solution d’iode et dans l’autre le sulfure de carbone. Le prisme est 
posé sur la plate-forme d'un goniometre de Brünner; on se place à la 
déviation minima, puis on abandonne quelque temps l’appareil à lui- 
même. Au bout d'une heure, on peut admettre que les liquides sont à 
la même température et procéder aux observations. 

Quand on met l'œil à la lunette, on voit deux spectres distincts: 
pour faciliter les pointés, on peut couvrir alternativement les deux 
compartiments avec un petit écran de papier, de manière à n’avoir qu’un 
seul spectre dans le champ au moment de pointer. Toutefois, cette pré- 
caution n’est pas nécessaire quand on opère avec la lumière solaire. | 
Pour relever les distances angulaires des deux images d’une même raie, 
il m'a paru commode d'employer la lunette à micromètre qui m'avait 
servi dans les expériences précédentes : elle permet de faire très-rapi- 
dement les lectures. 

Des expériences faites sur une solution d’iode au „4, tres-transpa- 
rente pour les rayons rouges et violets, donnent des résultats dont on 
peut se faire une idée par le tableau suivant : 


EXPÉRIENCE DU { MARS 1857. 


Lectures du tambour. 


Oe ee —— — 


Sulfare de carbone. Solution d’iode. Différences. Distances angulaires. 
ne ———., at — 7%... Se En, cee, 
Raie C. RaieG. Raie GC. Raie G. Raie C. Raie G. Raie C. Raie G. 
. ’ # Li 
36 » 90 » 54 » 1.10 » 
3% » 92 » 58 » 1.15 » 
38 » » » » » » 
» 80 » 120 » 40 » 52 
» 78 » 118 n 40 » 49 
97 » 149 » 52 » 1. 7 » 
97 » 152 » 55 » 1.11 » 


La moyenne de plusieurs observations donne 1°10° pour l'écart des 
deux raies C et 48” pour l’écart des deux raies G. Les différences entre 
les nombres extrêmes, correspondant à une même raie, ne dépassent 
pas 8” : c’est toute la précision qu’on peut espérer, car le prisme fait 
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Si, pendant la dissolution, il n’y a ni contraction ni dilatation, le 
volume du mélange = Por est égal a la somme at + À des volumes 
d, 


des corps qui le constituent, et des lors la formule devient 


Pi, P: pP: Pi 
(2 + pe) Ne (mou + men; 
Wott l’on déduit 
PET i — 
Ni —1== D, d (N—a”,}+N—t. 


Comme la proportion d’iode de la solution est tres-faible, et qu'il 
serait difficile de voir expérimentalement si la densité du mélange est 
bien la moyenne des densités des composants, on peut admettre qu’il 
en est ainsi. 

Dès lors, prenant pour d, la valeur 1, 29, pour d, la valeur 4,95, on 
obtient la relation 


N; —1= fgg LS N—n,)+N—t, 


qui conduit aux nombres suivants : 


Indices de réfraction de Viode salide. 


La dispersion négative, entre les deux raies C et G, est voisine de 
0,08. Ce nombre est un peu plus grand que le nombre 0,06 provenant 
des expériences faites sur la vapeur; mais, si l’on a égard à la difficulté 
des mesures ct si l’on remarque que, dans cette dernière méthode, 
erreur expérimentale se trouve multipliee par un nombre considé- 
rable, on peut admettre que ces résultats sont concordants. 

On peut calculer l'indice de l’iode solide en partant des expériences 
faites sur la vapeur et admettant que le pouvoir réfringent reste con- 
stant pendant le changement d'état. On obtient alors les nombres 
suivants : 


plus faibles que les précédents, mais cependant de méme ordre. 
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En tout cas ces deux séries d’expériences nous apprennent que l’iode 
jouit de la propriété de dévier plus fortement le rouge que le violet. 


SECONDE PARTIE. 


EXPERIENCES RELATIVES AUX LIQUIDES COLORES. 


Méthode de la réflexion totale. 


On peut, pour étudier la dispersion des liquides fortement colorés, 
employer deux méthodes que je vais décrire successivement. 

Le principe de la premiere méthode avait déjà été indiqué par 
M. Christiansen; le voici en quelques mots : 

Soit (fig. 7) un prisme de verre ABDC, rectangle en A, et dont 


Fig. 3. 





l'angle B est supérieur à l’angle limite, qui correspond au passage du 

verre dans l’air, pour la lumière considérée. Appliquons contre la face 

hypoténuse un autre prisme semblable BCD, et faisons arriver un fais- 

ceau lumineux normalement a la face AB. L’angle B étant supérieur a 

l'angle limite, ce faisceau se réfléchit totalement sur la face BC, et 
5o. 
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l'observateur qui regarde par la face CD ne voit aucune lumière; mais 
les conditions sont changées si l’on interpose une couche liquide entre 
les deux prismes : la lumière reparait. Supposons que le liquide coloré 
introduit ait un indice inférieur à celui du verre; on pourra obtenir 
une nouvelle extinction en inclinant l'ensemble des deux prismes sur 
le faisceau incident, de manière que celui-ci prenne, par rapport à la 
face AB, une direction telle que S’I. L’angle d'incidence sera dans ce 
cas SIS =, et l'angle de réfraction PIP'=—7, et l’on aura la relation 
connue 
sing —nsinr, 


n désignant l’indice du prisme pour les rayons considérés. L’angle 
d'incidence sur la face BC est alors égal à l’angle limite / défini par 
l'équation 
nsini=n, 
n, désignant l’indice du liquide interposé pour la lumière employée. 
Cet angle / peut s’evaluer facilement en fonction de l'angle d’inci- 
dence cet de l’angle B du prisme. Le triangle OPI donne en effet 


l=r+IPN=r+R, 


et I est une fonction de ¢. 
Pour réaliser l’experience, on prend deux prismes de flint dont les 


Fig. 8. 


2° Beale 
WE 





angles different légèrement. Le premier ABC (/ig. 8) peut s’appuyer 
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contre une pièce de bois verticale MN, fixée solidement à une plan- 
chette horizontale EFGHK, portée par un trépied muni de trois vis ca- 
lantes. Le second prisme BCD est engagé, par son angle droit D, dans 
un morceau de bois PQ, commandé par la vis V. Cette vis, passant à 
travers l’écran R, agit normalement à la face BC. 

Pour évaluer les angles, on dispose le trépied sur une plaque de 
verre fixée à l’alidade M d’un sextant, et l’on s'arrange de manière que 
l’axe de rotation soit voisin du milieu de la face AB. 

Le système des deux prismes est éclairé par un collimateur à fente C 
( ig. 9), provenant d'un spectroscope à quatre prismes. On observe la 


Fig. 9. 





lumière émergente avec la lunette L de ce spectroscope; les deux 
prismes ont été choisis de telle sorte qu’on voie un spectre très-peu 
étalé. La production de ce spectre est due à la différence des angles des 
deux prismes, et l'on voit nettement séparées les raies du spectre du 
cadmium quand on éclaire avec des étincelles d’induction. Entre la 
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source lumineuse S et la fente du collimateur on place une glace lége- 
rement prismatique P, inclinée à 45°. Une lunette /, visant à petite dis- 
tance, est mise au point sur l’une des images de la fente donnée par la 
glace P. 

Les dimensions des prismes sont telles, que la face AB du premier est 
un peu plus large que le faisceau lumineux; dès lors tous les rayons 
sont utilisés. | 

Pour régler l’appareil, on commence par s'assurer que le collimateur 
et le limbe du sextant sont horizontaux; on éclaire ensuite la fente 
avec une lampe, après avoir mis en place le trépied qui porte les 
prismes. Mettant l’œil à la lunette 2, on tourne l’alidade M jusqu’à ce 
que la fente F paraisse brillante. C’est alors que la lumière réfléchie par 
la face AB rentre dans le collimateur. En agissant sur les vis du tré- 
pied, on peut amener l’image brillante de la fente à coincider avec la 
fente elle-même, tout en ne conservant à cette dernière qu’une hauteur 
de 2 millimètres. On est sûr que la face AB est normale aux rayons inci- 
dents. Enlevant le prisme ABC, on opère sur la face AC du second 
comme sur la face AB du premier. Quand les images de la fente pro- 
venant des réflexions sur AB et AC ont été amenées successivement en 
coincidence avec la fente, on est sûr que les arêtes du premier prisme 
sont normales à la direction du faisceau incident, et l’appareil est prêt 
pour les mesures. 

Si l’on veut déterminer les indices d’une solution colorée, on éclaire 
avec les étincelles condensées d’une bobine d’induction, après avoir 
placé quelques gouttes de liquide entre les deux prismes, de façon à 
former une couche mince dont on règle l'épaisseur en serrant plus ou 
moins la vis V (fig. 7). On regarde dans la lunette /, et l’on fait coin- 
cider la fente et son image; on note alors la position de l'alidade. On 
se place ensuite à la lunette L, et l’on tourne l’alidade jusqu’au moment 
où l’on voit disparaître une des raies brillantes du spectre; on note là 
nouvelle position de l’alidade. La différence des deux lectures donne 
l'angle d'incidence sur la face AB. Pour que l'observation ‘soit bonne, 
il est nécessaire de s’assurer que, au moment où elle va disparaitre, la 
lumière étudiée tombe bien au centre de l'objectif de la lunette d’ob- 
servalion. 

On peut remarquer aussi qu’il faut faire les lectures au moment où 
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J’ai inscrit au-dessus de chaque raie sa longueur d’onde en milliemes 
de millimètre. Les nombres du premier tableau nous apprennent que, 
dans le cas d’une fente fine, les pointés peuvent être très-concordants. 
Le second tableau nous apprend qu’en exagérant la largeur de la fente 
on enlève un peu de la précision; toutefois, l'erreur qui en résulte pour 
l’indice est au plus d’une unité du troisième ordre décimal. 

En second lieu, on peut faire varier l’épaisseur de la couche liquide; 
pour cela, après avoir clivé de petites lamelles de mica, on les inter- 
pose entre les bords des deux prismes. Pour avoir une idée de l’épais- 
seur de ces lamelles, on peut les placer sur l’une des images réelles 
d'un biprisme à angle rentrant (‘); il se produit un déplacement des 
franges proportionnel à l'épaisseur de la lame. Les premières des la- 
melles employées donnaient un déplacement de onze franges, les autres 
produisaient un déplacement de sept franges, ce qui donne, pour le 
rapport des épaisseurs, un nombre voisin de 3. 

L'expérience a montré que, quelles que fussent les lamelles em- 
ployées, les variations accidentelles provenant de la température ou de 
l’evaporation de l'alcool servant de dissolvant étaient comprises entre 
les mêmes limites que dans le cas des prismes en contact. L’épaisseur 
ne paraît donc pas avoir d'influence, il suffit d'opérer sur une couche 
suffisamment transparente. 

En dernier lieu, on peut faire varier l'intensité de la lumière, soit en 
supprimant la glace à 45°, soit en remplaçant le prisme de flint par un 
prisme de quartz. Dans ce dernier cas, le faisceau lumineux se par- 
tage en deux dans le prisme,et l’on observe la disparition de l’image 
ordinaire. 

Le calcul, appliqué aux données de ces expériences, conduit, pour 
les indices, à des valeurs concordant avec les précédentes. 

J'ai reconnu que la méthode bien appliquée permet de déterminer 
les indices à un degré d’approximation représenté par une unité du 
troisième ordre décimal. Avant de donner les résultats obtenus, je 
transcris les données nécessaires au calcul : ce sont, en premier lieu, 
les indices du prisme pgur les lumières employées. 





(') Journal de Physique, t. W, p. 153. 
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Indices du prisme de flint. 


Nature de la lumière. “ Longueurs d'onde. Indices. 
Raie rouge du cadmium..... 0,6438 1,6115 
Raie jaune du thallium...... 0,568 1,6150 
Raie verte du thallium. ..... 0,534 1,6209 
Raie verte du cadmium...... 0,5154 1,6243 
Raie bleue du cadmium..... 0,4677. 1,6286 
Raie violette du cadmium.... 0,4404 1,6362 


Les longueurs d’onde sont évaluées en prenant pour unité le mil- 
lième de millimetre. Le second élément qu'il faut connaître est l'angle 
du prisme. La moyenne de plusieurs observations concordantes conduit 


au nombre 
55°2’ 20”. 


C’est à l’aide de ces données que les indices ont été calculés. 
Résultats. — De nombreuses expériences faites sur un bleu d’aniline 
ont donné les résultats suivants : 


Nature des raies. Lon@ueurs d'onde. Indices. 
Rouge du cadmium......... 0,6438 1,373 
Bleu du cadmium. .......... 0,4677 1,369 
Violet du cadmium.......... 0,4403 1,374 


Un prisme rempli de cette dissolution dévierait moins le bleu 
que le violet; ce dernier serait un peu plus dévié que le rouge. Une 
couche mince de cette solution produit, dans le spectre ordinaire, une 
bande d'absorption s'étendant du jaune au bleu. On trouve donc une 
diminution de l’indice dans le voisinage de cette bande. 

Les expériences sur le chlorhydrate de fuchsine conduisent à des 
résultats semblables. 


Indices d’une solution presque concentrée de chlorhydrate de fuchsine. 


Nature des raies. Eongueurs d'onde. Indices. 
Rouge du cadmium......... 0,6438 1,377 
Jaune du thallium. ......... 0,5339 1,382 
Violet du cadmium. ........ 0,4404 1,366 
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Indices de la méme solution étendue de la moitié de son volume d'alcool. 


Nature des raies. Longueur: d'onde. Indices. Indices de l’alcool. 
Rouge du cadmium...... 0,6438 1,372 1,364 
Jaune du thallium....... 0,5339 1,376 1,365 
Violet du cadmium. ..... 0,4404 1,370 1,371 


On observe ici que l’indice du violet est inférieur à celui du rouge 
et à celui du jaune; de plus l'indice du violet est plus petit que celui 
de l’alcool servant de dissolvant. Ce fait ressort aussi des nombres don- 
nés par M. Kundt, et qui se rapprochent assez des miens; les diffé- 
rences peuvent être attribuées à une différence de composition des 
fuchsines. 

Pour opérer sur un corps de composition bien déterminée, je me suis 
adressé au permanganate de potasse et je donne le résultat comparé 
des expériences de M. Kundt et des micnnes. 


Indices d'une solution presque concentrée de permanganate de potasse. 














Nature de la lumière. Longueurs d'onde. Indices. 
Expériences @ Expériences Expériences 

de M. Kundt. de M. Kanit. de M. Kundt. 
RaieC...... 0,656 1,3408 

Rouge du cadmium.. 0,643 | 1,340 
RaieD...... 0,589 1,3442 

Vert du thallium.... 0,534 " 1,345 
Raie E...... 0,526 1,3452 

Vert du cadmium... 0,515 1,342 
Raie F...... 0,485 1,3420 

Violet du cadmium.. 0,441 1,346 
RaieG..... 0,430 1,347 


Les nombres de M. Kundt et les miens ne difièrent pas d’une unité 
du troisième ordre décimal; c'est, on se le rappelle, le degré de préci- 
sion de mes expériences. D'après ces résultats, un prisme contenant une 
solution de permanganate de potasse dévierait plus le vert que le jaune et 
le bleu. Cetexemple, ainsi que le précédent, vient confirmer le fait d’une 
variation brusque de l'indice dans le voisinage des bandes d'absorption. 

Les indices du permanganate de potasse ont encore été déterminés 
par une autre méthode. 
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Méthode des interférences. 


Le procédé qui m'a paru le plys commode pour étudier la dispersion 
des liquides colorés repose sur l'emploi des franges dites de Talbot. 

Le phénomène consiste en une série de bandes noires et brillantes 
qui se manifestent dans un spectre lumineux quand on introduit un 
retard sur l'une des moitiés du faisceau qui sert à le former. Le re- 
tard doit porter sur la moitié du faisceau voisine de l’aréte du 
prisme. | 

La théorie complète de ce phénomène a été donnée par M. Airy('); 
le calcul des franges situées dans le plan focal principal de la lunette a 
été récemment exposé par M. Mascart (7). Je me contenterai de résumer 
les points essentiels sans développer les formules analytiques. 

Supposons que l'on fasse tomber, sur une fente fine verticale AB, une 
série d'ondes planes, parallèles au plan de la fente, dont nous désigne- 
rons la largeur par al. Si la longueur de la fente est considérable par 
rapport à sa largeur, on peut, pour rendre compte des phénomènes 
observés, se borner à considérer ce qui se passe à l'intersection du 
plan focal de la lunette et d’un plan perpendiculaire à la fente. 

Prenons l’un de ces plans pour plan de la figure et admettons que 
tous les rayons qui passent par la moitié droite de la fente aient subi 
un certain retard, par exemple par l’interposition d'une lame réfrin- 
gente. La fente AB de largeur 2/ peut être considérée comme composée 
de deux autres AM et MB de largeur /. Chacune de ces fentes donne 
naissance à des franges de diffraction et, si l’on désigne par 6 la distance 
angulaire d’une frange noire à la normale aux ondes planes, on a la 
relation bien connue 


(1) | Isind = pa. 


p désigne un nombre entier quelconque, qui représente l’ordre de la 
frange, et À désigne la longueur d'onde de la lumière considérée. 


Les minima définis par l'équation (1) peuvent être nommés minima 
du premier ordre. | 


(') Philosophical Transactions, 1840, Part Il, p. 225, et 1841, p.1. 
(?) Annales de l’ Ecole Normale, 2° série, t. VI, p. 9. 
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Mais un nouveau phénomène vient se superposer au précédent. En 
effet, quand on regarde dans une direction définie par l'angle 9, (jig. 10), 


Fig. 10% 





la partie d'onde plane AP peut être considérée comme formée de deux 
autres AN et NP, provenant des portions AM et MB de l’onde incidente. 
La portion d’onde MB a subi un certain retard A avant de rencontrer la 
fente; dès lors, le retard des éléments de NP sur les éléments correspon- 
dants de AN se trouve être 

A + lsin6,. 


Si ce retard est un nombre impair de demi-longueur d’onde, les mou- 
vements vibratoires émanés de AN et NP sontdiscordants en arrivant au 
point du plan focal correspondant à l’angle 6,, ce qui produit un mi- 
nimum. 

Les minima qu’on peut appeler du second ordre sont definis par la 
relation 


A+1sind,=(apı+1)2 
"ou encore 


(2) Isind,=(2pı +1)2 — A. 


A peut toujours être supposé inférieur à À, car une différence de marche 
d’un nombre entier de longueurs d'onde ne change rien aux phéno- 
mènes. 

Les formules précédentes nous montrent que la distance angulaire 
de deux minima successifs, quand on se borne à des angles petits, est 


À 
représentée par ; pour le premier comme pour le second ordre. Les 


minima du second ordre sont situés plus à droite que ceux du premier 
et l’écart augmente avec A; de sorte que, pour un accroissement con- 
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tinu de la différence de marche, il se produit une sorte de glissement 
de ces minima du côté du faisceau en retard. 

Les mémes raisonnements peuvent s'appliquer dans le cas où les 
ondes planes arrivent obliquement sur la fente; les angles 6 et 9, doivent 
alors être comptés à partir des rayons incidents. 

Si l’on opère avec la lumière blanche, les minima de premier ordre 
sont à peu près superposés pour toutes les couleurs; mais il n'en est 
pas de même de ceux du second, car le retard A varie généralement 
d’une couleur à l’autre. En observant directement avec la lunette, ces 
minima se trouvent noyés dans le phénomène général; mais les condi- 
tions sont changées quand on interpose un prisme entre la fente et la 
lunette. 

L’interposition de ce prisme revient, au point de vue théorique, à 
incliner le faisceau incident sur la fente d’un angle variable avec la 
couleur. Si la base du prisme est à droite, chaque faisceau s'incline vers 
la droite et l’inclinaison augmente du rouge au violet. D'autre part, A 
et, par suite, le glissement vers la droite des minima du second ordre 
augmentent du rouge au violet. Des lors, les deux effets s'ajoutent, le 
spectre parait continu. Si l’on place le prisme en sens contraire, Îles 
faisceaux s’inclinent vers la gauche, et le glissement des franges peut 
se trouver compensé par la dispersion du prisme. Les conditions de 
celte compensation peuvent s'établir facilement ; si le retard augmente 
d’une longueur d’onde pendant que le faisceau incident tourne d’un 


angle 7» égal à ladistance de deux minima successifs, le minima de droite 


est amené en coincidence avec le minima de gauche. Comme, dans une 
petite étendue, les retards dus au milieu réfringent et les rotations 
produites par le prisme sont proportionnels, il y a, en réalité, superpo- 
sition d’un grand nombre de minima et production de bandes noires 
dans la région du spectre correspondant à une longueur d’onde voi- 
sine de À. 

Dès lors, la distance angulaire « de deux franges noires est donnée 


par la relation , 


qui détermine la largeur de la fente: cette dernière doit être d’autant 
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plus fine que les franges sont plus larges et la longueur d’onde plus 
petite. 

Il est facile de comprendre comment ce phénomène peut être utilisé 
dans la mesure des indices; supposons que la moitié gauche du faisceau 
traverse une certaine épaisseur e, d’un liquide d'indice 2, et l’autre la 
même épaisseur d’un liquide d'indice #’ > 7. Le retard primitif A, du 
faisceau de droite s’exprime par la formule suivante : 


A=(n—n)e. 


On fait varier d’une même quantité l'épaisseur des deux couches, de 
facon à lui donner la valeur e, < e,. Le nouveau retard A, est donné 


par l'équation 
A,=(n'—n) é. 


Soient p, et p, les ordres de la frange de longueur d'onde À dans le 
premier et le second cas, et 6, l'angle correspondant à cette frange, on 
a les relations 

6,= (2p, +1) A A,, 


6,=(2p.+1) +a, 


d’ou - 
2 (pi— pa) =A—-A;=(n'—n)(e—e;). 


Si donc on désigne par f le nombre de franges qui, marchant vers 
le violet, ont passé au point considéré quand le retard a diminué de A, 
à A,, et par e la diminution d'épaisseur correspondante, on a 


n—n= TL), 
e 


Cette relation permet de déterminer directement la différence entre 
les indices d’une dissolution et ceux de son dissolvant. 

Pour réaliser l'expérience, il faut pouvoir modifier la différence de 
marche sans toucher au liquide, de manière à amener d’abord le phéno- 
mène à son maximum de netteté. De plus, il faut produire un écart entre 
les deux faisceaux, de manière à pouvoir agir à volonté sur l’un d’eux. 
On peut, pour cela, employer le dispositif suivant, dü à M. Mascart. 
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réflexion totale. On obtient ainsi un premier faisceau F. La lumière qui 
traverse la seconde moitié de l'objectif continue sa route suivant F'et 
rencontre un second parallélépipède P identique au premier; ce second 
parallélépipède ramène le faisceau F’ au contact du faisceau F. L’en- 
semble des deux faisceaux tombe sur une plaque MN munie d’une 
fente f, puis se rend dans le prisme et la lunette à réticule. 

C’est la fente f qui donne naissance aux franges. 

Pour régler l'appareil, on rend les deux parallélépipèdes verticaux et 
on les amène à être aussi parallèles que possible; il ne reste plus qu’à 
faire tourner l’un d’eux autour de la verticale pour produire les franges. 
On agit sur la fente fde manière à rendre les franges bien noires. 

Les deux faisceaux ayant un écart voisin de 3 centimètres, il est fa- 
cile d’interposer une couche liquide sur le trajet de chacun d’eux; on 
se sert pour cela d’une cuve à paroi mobile. Cette cuve (fig. 12) se 


Fig. 12. 





compose d’une première glace fixe G, collée sur une pièce fixe verti- 
cale K. Deux glaces mobiles g et g’ sont portées par une pièce verticale L, 
fixée elle-même à une plaque horizontale Q, mobile dans deux rainures 
H. Les deux glaces g et g’ sont dans un même plan parallèle à la glace 
G, et peuvent être amenées presque au contact de cette dernière, à 
l'aide de la vis V. Le pas de cette vis est de {+ millimètre; la tête est 
munie d’un tambour portant 5o divisions; une division du tambour 
équivaut à „4; de millimètre. 

La cuve est disposée de façon que le faisceau F traverse normalement 
les glaces G et g, tandis que le faisceau F’ traverse les glaces G et g’. 
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Pour proceder a une experience, on approche les glaces mobiles 
tres-pres de la glace fine, et l’on met une goutte de la solution à étudier 
entre les glaces G et g par exemple, puis une goutte du Jissolvant entre 
les glaces G et g’. Ces gouttes s’étalant entre les glaces, on obtient 
deux couches liquides assez transparentes. En diaphragmant convena- 
blement la lentille du collimateur et employant la lumière solaire, 
on parvient à voir des franges très-nettes. On met l’œil à la lunette et 
l’on pointe le réticule sur une raic connue, puis on fait mouvoir la vis 
de manière à rapprocher les glaces mobiles de la glace fixe. Les 
franges se déplacent et l’on tourne jusqu’à ce qu’il en passe sous le fil 
un nombre déterminé /; on lit sur le tambour la diminution e de 
l'épaisseur. Le sens du déplacement des franges indique lequel des 
deux liquides a l’indice le plus grand; il suffit de remarquer qu’un 
déplacement vers le rouge correspond à une augmentation de la diffé- 
rence de marche des deux faisceaux. 

La méthode m'a permis de déterminer les indices du permanganate 
de potasse, et le tableau suivant donne une idée des résultats : 


EXPÉRIENCE DU 19 JUILLET 1876 SUR LE PERMANGANATE DE POTASSE. 


e f f 
Nom des raies. Lectures du tambour. Variations d'épaisseur. Nombre de franges. € Indices. 
27 16 II 2 0,18 1,340 
C...... in 31 20 11 2 0,18 » 
32 16 16 3 0,18 » 
38 21 17 3,2 0,24 1,344 
D 34 21 13 3 0,23 1,343 
ernennen 30 Da g 2 0,25 , 
32,5 20 12,5 3 0,24 1,344 
24 20 4 I 0,25 1,345 
E....... eee | 23,5 20 3,5 I 0,28 1,346 
24 20 4 I 0,25 1,345 
F 30 23 7 0,14 1,341 
..........60 36 24 12 1,5 0,13 1,341 


Il reste à dire quelques mots sur le procédé employé pour calculer 


les indices contenus dans le tableau précédent. 
Ann. de l'Éc. Normale. 2° Série. Tome VI. — Décempuz 1875. 52 
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Soient n’ l’indice de la dissolution pour une couleur donnée et r l'in- 
dice de l’eau ; on a la relation | 


(n'— nje = f à, 
(1 | n’—n=S) 
= 7} 


équation qui détermine n’ en fonction de r, pourvu que e soit évalué 


d’une manière exacte. 
Comme il est difficile d'évaluer des longueurs absolues, on peut par- 


tir d’un indice connu, celui du rouge par exemple. 
Soient donc n, et n, les indices correspondant à la longueur d’onde 


À, On a 
n,— n= (Z) a. 


Combinant cette équation avec la précédente, on obtient la relation 


f 
n—n—=(n,—n;) e _ À. 
(2). " 


Cette formule ne renferme plus que des rapports. 
C’est ainsi qu’ont été calculés les indices, en adoptant pour indices 


de l’eau les nombres suivants : 


RaieC........ Cece eee e ese rese 1,331 
RaieD................,.... nen 1,333 
RaieE........................ 1,335 
RaieF........................ 1,337 


L'indice de la raie Ca été pris égal à 1,340 pour la dissolution. 
vest le nombre qui résulte des expériences par la méthode de la ré- 


flexion totale. 
On voit, à l’inspection des nombres, que les résultats obtenus par les 


deux méthodes sont concordants. Le degré d’approximation est à peu 
près le même. 
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Toutefois cette dernière méthode est d’une application plus difficile 
que la méthode de la réflexion totale. Cette difficulté relative des ex- 
périences ne m’a pas permis d'appliquer le procédé des interférences 
a des liquides plus nombreux. J'espère cependant pouvoir combler 
cette lacune. 


RÉSUMÉ ET CONCLUSIONS. 


Dans la première Partie de ce travail, j’ai cherché à déterminer la 
dispersion de l’iode, d’abord en mesurant les indices de réfraction de 
sa vapeur, et ensuite en déterminant la dispersion d’une solution d’iode 
dans le sulfure de carbone. Les deux méthodes conduisent à des résul- 
tats de même ordre et montrent que l'indice de réfraction de l’iode, 
pour la lumière rouge, est plus grand que pour la lumière violette. 

La dispersion négative de l’iode est tout à fait comparable à la dis- 
persion positive du flint. 

Je me propose d’ailleurs de poursuivre l’étude des solutions d’iode 
et des autres substances analogues en faisant varier le titre des liqueurs 
employées. 

Mes autres expériences ont eu pour but la détermination des indices 
de réfraction de quelques solutions colorées. Pour éviter les objections 
faites à la méthode directe du prisme, j'ai dû recourir à d'autres pro- 
cédés. | 

Une première série d'expériences sur la réflexion totale, au contact 
du verre et du liquide, m’a conduit à des résultats en accord avec ceux 
de M. Kundt. 

L'application des franges de Talbot m’a permis d'opérer par une 
méthode d’interference et les résultats ont été les mêmes que les pré- 


cédents. 
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Il résulte de ces expériences que les faits annoncés par MM. Le Roux. 
Christiansen et Kundt, peuvent se vérifier par des méthodes différentes 
de celles qui ont conduit à leur découverte. 

Je ne puis terminer ce travail sans remercier M. Mascart de tous les 
bons conseils qu’il n’a cessé de me donner pendant tout le cours de 
ces recherches, entreprises dans son laboratoire. 


FIN DU TOME SIXIEME. 
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MÉMOIRE 


SUR LES MÉTHODES EMPLOYÉES 


POUR LA 


DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS, 


ERRATA. 


Page S. 10, ligne 10, au lieu de : Gibbert, lises Gilbert. 


flee 


» S. 1a, lignes 9, 10 et 11, au lieu de la phrase : « Je considère, etc., ... négatif », lisez 
« Je considère comme positifs les rayons des surfaces convexes ; les rayons des 


surfaces concaves seront négatifs. » 


eL CACTUS UG LUUS UGIAULS, DUSLTPUIMITD U OUT AJOULIUS puUul UVTI 
des objectifs convenablement achromatiques, ont été écartées; et les 
méthodes si ingénieuses et si sures de notre regretté L. Foucault ont 
permis d’obtenir une telle perfection dans l’exe&cution, qu’on peut 
espérer satisfaire les exigences les plus grandes de la Science. 

Les physiciens, lorsqu’ils ont à leur disposition les échantillons des 
verres à employer, sont en possession de procédés suffisants de mesure 
des indices des rayons lumineux de toutes réfrangibilités, et le manque 
d'indications des moyens de déterminer les courbures à donner aux 
objectifs est seul à regretter. 

Le Traité d’ Astronomie physique de Biot contient, il est vrai, les notions 
théoriques sur lesquelles on peut s’appuyer pour cette détermination: 
mais elles ne sont pas présentées sous une forme facilement accessible à la 

S.1. 
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pratique. C’est cette lacune que je me suis efforcé de combler dans 
le Mémoire que j’ai l’honneur de présenter à l’Académie. 

I] renferme un résumé historique des travaux des grands géomètres 
qui ont étudié le problème de l'objectif astronomique, des formes 
qu'ils ont successivement proposées de lui donner, soit pour rendre les 
calculs plus faciles, soit pour lui faire acquérir des qualités qu'ils 
regardaient comme importantes. 

Deux méthodes ont été proposées par eux. Dans l’une on cherche la 
valeur de l’aberration des rayons homogènes pour un point situé à une 
certaine distance du centre de la lentille, et exprimant qu’elle doit être 
nulle : on a ainsi entre les courbures la relation nécessaire pour que 
l’aberration de sphéricité soit détruite; puis, annulant aussi l’expres- 
sion de l’aberration chromatique des rayons centraux de diverses ré- 
frangibilités, on en déduit une nouvelle relation qui, combinée à la 
première, permet de détruire à la fois les deux aberrations. C’est la 
méthode directe employée par Clairaut, Euler, d’Alembert, Lagrange, 
et, plus tard, par W. Herschel. 

L'autre méthode, dite indirecte, est due au professeur Klügel, de 
Hall (1778); elle a été suivie par Bohnenberger, Littrow, etc. Elle 
consiste à supposer à la première lentille une forme qui réponde à 
certaines conditions, puis à donner à la seconde des courbures qui 
détruisent les aberrations de la premiere, et cela en suivant par la voie 
trigonométrique la marche d’un rayon lumineux dans ses réfractions 
successives par les surfaces des lentilles. La destruction des aberrations 
n'étant généralement pas atteinte par le premier essai, on procède, par 
approximalions successives, jusqu’à ce que le point de convergence 
de ce rayon et de l'axe soit constant, quelles que soient sa réfrangibilité 
et la position du point où il a rencontré la premiere surface. 

Moins avantageuse que la première au point de vue de la recherche 
des courbures, cette méthode est précieuse pour vérifier avec quelle 
précision un objectif remplit les conditions requises; et dans certaines 
circonstances elle est la seule qui puisse être employée. Je les donne 
toutes les deux, débarrassées de ce qui, se présentant sous une forme 
trop générale, deviendrait étranger au sujet. 

Les équations données par la méthode directe renferment des coeffi- 
cients dont le calcul est assez long pour laisser prise à des erreurs; j'ai 
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duisait une confusion à laquelle on s’est proposé de remédier en asso- 
ciant à l'objectif simple une autre lentille d’une matière différente qui, 
exerçant sur chacun des rayons une action contraire à celle de la pre- 
mière, ramène définitivement en un même point de convergence aussi 
bien les rayons centraux ou marginaux de même réfrangibilité que les 
rayons de toute autre couleur (dans les limites où cette dernière con- 
dition est réalisable). 

C’est en cela que consiste le double probleme de l’achromatisme et 
de l’aplanétisme; et pour savoir exactement par qui il a été posé et à 
qui revient l'honneur de la réalisation, il faut consulter les volumes de 
l'Histoire de l’Académie des Sciences de Paris pour 1756 et 1765 d’une 
part, et de l’autre les additions au deuxième volume de la traduction 
française de l'Optique de Smith, par le P. Pézénas, où l'historique de 
cette découverte se trouve complétement détaillé. Nous allons le résu- 
mer brièvement. 


3. Dans un travail inséré, en 1747, dans les Mémoires de !’Academie 
de Berlin, Euler, se fondant sur l’achromatisme de l’œil et en même 
temps sur sa nature composée de divers milieux, conclut que ces deux 
circonstances devaient avoir entre elles un rapport nécessaire, et que, 
par l'emploi de milieux convenables, on devait pouvoir réaliser aussi 
une lunette exempte de dispersion, et il indique la voie analytique 
qui devait conduire au résultat qu'il espérait. A ces conclusions, un 
savant opticien de Londres, J. Dollond, opposa la huitième expérience 
de la Proposition III, Livre I, II® Partie de l’Optique de Newton, d’après 
laquelle, toute réfraction entraînant à une dispersion proportionnelle, 
l’une ne pouvait être détruite sans l’autre. Euler céda devant une 
pareille autorité; mais le grand nom de Newton n’arréta pas Klin- 
genstierna, célèbre professeur de l’Université d'Upsal, qui soumit ladite 
proposition à un examen approfondi et prouva mathématiquement 
qu'elle conduisait à des conséquences contradictoires. Il fit remettre, 
en 1755, un Mémoire sur ce sujet à J. Dollond, qui répéta les expé- 
riences de Newton, et, les trouvant inexactes, entreprit de réaliser le 
projet d’Euler avec des lentilles de verre et d’eau d’abord, puis avec 
du cristal anglais associé au verre à glaces. Le succès couronna son 
entreprise et la Science fut dotée d'une puissance nouvelle. 
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Les Mémoires scientifiques ne parlent pas de la légende de Hall et 
de ses deux ouvriers habitant deux faubourgs de Londres, etc. Le Par- 
lement put bien lui accorder une consolation, mais la Société royale 
de Londres sanctionna les titres de Dollond en lui accordant la médaille 


de Copley. 


4. Les données d’après lesquelles l'objectif achromatique doit être 
réalisé sont, on le sait, les suivantes : 

1° La longueur focale qu'il doit avoir; 

2° La relation qui exprime que les rayons centraux ou marginaux 
de la même réfrangibilité moyenne doivent converger en un même 
point ; 

3° La relation par laquelle les rayons centraux de diverses réfrangi- 
bilités convergeront également en ce même point. 

Les inconnues, qui sont les quatre rayons de courbure des deux 
verres, étant en plus grand nombre que les relations données, le pro- 
blème est indéterminé. Chacun des auteurs que nous avons cités a pro- 
posé, pour le déterminer, une quatrième condition, dans le but soit 
de donner de nouvelles qualités à la lunette, soit de rendre le travail 
plus facile, soit encore de simplifier les calculs qui sont, en général, 
assez prolixes. 


5. Tout entier à ses recherches, Dollond n’ayant pas indiqué la route 
qu'il avait suivie dans le choix de ses verres et des courbes qu'il leur 
avait données, Clairaut entreprit de traiter le sujet qui nous occupe à 
l’aide d’une théorie complete, « pour n'avoir pas, dit-il, à copier ser- 
vilement les lunettes de Dollond, ce qui eût peut-être été inutile, mais 
à coup sûr humiliant ». Cette théorie est contenue dans trois Mémoires 
insérés dans les volumes des années 1756, 1757, 17962 des Mémoires 
de l'Académie des Sciences. « Il y examine, avec le plus grand scru- 
pule, la différence de réfrangibilité des différents verres ou cristaux 
qu’il emploie, la différente forme qu’on doit leur donner, les différentes 
combinaisons qu’on en peut faire, et le degré d’avantage ou de désavan- 
tage quien résulte, et il tire de toutes ces discussions les différentes con- 
structions des lunettes achromatiques ou sans couleurs; et l’expérience, 
souverain juge en cette matière, a suivi pas à pas toutes ses détermi- 
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nations. Il comptait parfaire son œuvre en donnant des Tables calculées 
pour les différents verres employés et un Précis de sa théorie à l’usage 
des opticiens, mais la mort ne lui en a pas laissé le temps. » ( Éloge 
de Clairaut, 1765). 

Il n’y a pas lieu, eu égard au but que nous nous proposons, de trop 
insister sur la méthode qu’il a suivie et qui s’est perfectionnée entre 
les mains des géomètres qui sont venus après lui; mais nous devons 
remarquer que, parmi les formes d’objectif qu’il indique comme les 
plus avantageuses, il s'en trouve une que l’experience a sanctionnée et 
qui, bien qu’applicable même à de grands objectifs, est exclusivement 
employée pour les petits. C'est celle dans laquelle les surfaces en con- 
tact du crown et du flint, ayant même rayon de courbure, s'appliquent 
exactement l’une sur l'autre dans toute leur étendue. Cette condition, 
jointe aux trois autres que nous avons indiquées plus haut, détermine 
complétement le probleme et permet d'obtenir les quatre rayons de 
courbure de l'objectif. Nous y reviendrons dans la suite. 


6. Quelques années plus tard, d’Alembert, reprenant le même sujet 
avec de nouveaux développements, donne, dans les volumes de l’Acs- 
démie pour 1764, 1765 et 1767, trois Mémoires qui portent le titre 
d’Observations sur les lunettes astronomiques. Il y passe en revue un 
certain nombre de conditions nouvelles qui peuvent être choisies pour 
limiter le probleme. En particulier, il propose, comme Clairaut le faisait 
aussi, de donner à l’objectif une forme qui permettrait de détruire 
l’aberration de sphéricité, non pas seulement pour les rayons de réfran- 
gibilité moyenne comme on le fait ordinairement, mais aussi pour les 
rayons de toutes couleurs ( Opuscules, t. III, art. 742). Cette idée a encore 
été reprise en 1818 (Zeitschrift für Astronomie, Lindenau et Bohnen- 
berger) par Gauss, qui paraît avoir ignoré la priorité de Clairaut et 
d’Alembert. J.-W. Herschel la taxe un peu à tort de puérile (18ar). 
Nous reviendrons plus tard sur cette solution de notre problème. 

Il propose encore de corriger l'objectif, non-seulement pour les rayons 
partis d'un point pris sur l’axe, mais aussi pour les rayons venant d’un 
point situé en dehors de cet axe; en d’autres termes, de rendre le champ 
tout entier également parfait autant que cela dépend de l'objectif. 

Enfin il insiste avec quelque complaisance sur un moyen ingénieux, 
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inventé par lui pour modifier dans certaines limites, mais aux dépens 
de l’aplanétisme, l’état d’achromatisme de son objectif, en faisant varier 
l’écartement entre les deux verres (deuxième Mémoire, 1765, p. 71 et 
suivantes). Ce procédé, encore employé dans la pratique à titre de ren- 
seignement sur les corrections à faire subir aux rayons de courbure de 
l'objectif, a été étudié d’une manière complete, sous la forme de pro- 
blèmes, par J.-W. Herschel (Traité de la lumiere, §§ 479 à 483), qui 
montre comment, par son emploi, on peut parvenir à mesurer avec 
assez d’exactitude la valeur des rapports des pouvoirs dispersifs des 
deux verres de l’objectif. Mais Littrow, d’une part (Zeitschrift für Physik, 
Baumgartner et Ettinghausen, t. 1V, p. 257), et Biot, de l’autre, ont 
démontré combien serait défectueuse cette disposition si elle était 
définitive. 


7. Dans la période comprise entre 1757 et 1767, Euler publia dans 
divers volumes de l'Histoire de l'Académie de Berlin une série de Mé- 
moires qui contribuerent à fixer la theorie des lunettes. Les Mémoires 
de l’Académie de Paris ont reçu de lui un précis d’une théorie générale 
de la Dioptrique, qui prépare le lecteur à l’étude de la Dioptrique qu'il 
a publiée à Saint-Pétersbourg en 1770. 

L'ensemble de ces travaux renferme ce que la sciencé théorique a pu 
produire alors de plus parfait sur le sujet qui nous occupe, et sa Diop- 
trique en particulier est restée pendant longtemps le seul ouvrage con- 
sulté par ceux qui voulaient étudier cette question. 


8. La méthode suivie jusqu'alors par les géomètres était toujours 
à peu près la même. Ils cherchaient l'expression de l’aberration des 
rayons homogènes passant par un point situé à une certaine distance 
du centre de la lentille et, égalant cette expression à zéro, ils avaient 
ainsi la relation entre les courbures qui détruisait l’aberration de sphé- 
ricité; puis, cherchant la valeur de l’aberration chromatique des rayons 
centraux de diverses couleurs, ils l’égalaient aussi à zéro : on en dédui- 
sait une nouvelle relation qui, combinée avec la première, permettait 
de détruire à la fois les deux aberrations. 

Cette manière de procéder eût été irréprochable si, dans les expres- 
sions des aberrations, on eût pu employer les valeurs exactes des sinus 

S.2 
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qui y entrent; mais, pour éviter une complication excessive, il a fallu 
se contenter des deux premiers termes de la série qui les représente. 
L'erreur qui en résulte n’est pas considérable, mais il était utile de 
trouver un moyen de contrôler les valeurs obtenues. 

Le professeur Klügel, de Hall, donna dans le treizième volume des 
Commentaires de Göttingen (1778), sous le titre de Dioptrique ana- 
lytique, un premier essai d’une méthode nouvelle, qui consiste à suivre 
trigonométriquement la marche des rayons à travers toutes les surfaces. 
Plus tard il revint sur le même sujet pour le perfectionner (vol. XXXIV 
des Annales de Gibbert, 1810). Mais si sa méthode convient par- 
faitement comme moyen de contrôle de résultats obtenus autrement, 
elle ne fournit qu’indirectement, et par voie d’approximations succes- 
sives, les valeurs des rayons de courbure : elle est donc en cela infé- 
rieure à l’autre méthode, mais peut suppléer cependant à son impuis- 
sance dans certains cas où le calcul direct devient impossible. Elle a 
été surtout employée par son inventeur, par Bohnenberger, et enfin par 
Littrow. | 

Klügel avait proposé d’ahord, comme condition définissant le pro- 
bleme, de rendre la lentille de crown équiconvexe; puis, dans une autre 
combinaison, il donna au rapport des rayons de la première et de la 
seconde surface de la lentille de crown la valeur de 2 — nan environ {. 
Les angles d’entrée et de sortie du rayon lumineux sont alors égaux, 
et sa déviation est la moindre possible. 


10. Bohnenberger (Zeitschrift für Astronomie, Lindenau et Bohnen- 
berger, t. I, 1816) critique le rapport choisi en ce qu’il laisse subsister, 
pour les rayons pour lesquels le calcul n’a pas été fait, une trop forte 
aberration, et montre, sous ce point de vue et sous celui de la correction 
chromatique au centre et aux bords, que le rapport de 2 à 3 convient 

mieux que celui de 1 à 3. 


11. La méthode de Klügel a été reprise de nouveau par J.-J. Lit- 
trow (Zeuschnft für Physik und Mathematik, Baumgartner et Ettin- 
ghausen, 1827), qui l’expose d’une manière très-nette, à l’aide d’une 
notation par laquelle l'application en devient plus symétrique et plus 
facile. Il la présente sous la forme de deux problèmes. 
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Le premier consiste à chercher si, dans un objectif déjà construit, ou 
seulement calculé d’après une règle donnée,le foyer des rayons centraux 
homogènes est le même que celui des rayons marginaux, et si les foyers 
des rayons centraux diversement colorés coincident avec les premiers. 

Dans le second, il se propose de déterminer les courbures d’un ob- 
jectif de matières données, en prenant pour exemple le cas où la len- 
lille de crown est équiconvexe, ainsi que l’avait fait primitivement 
Klügel. Mais, tandis que celui-ci, après avoir choisi les rayons de cour- 
bure de la lentille de crown, comme nous l’avons indiqué, cherchait à 
détruire l’aberration de sphéricité par la troisième surface, puis la dis- 
persion chromatique par la quatrième, sans tenir compte de l’aberration 
que ramenait cette quatrième réfraction, parce qu'il la considérait 
comme négligeable, Littrow, au contraire, après avoir admis une valeur 
approchée de R,, le premier rayon de la deuxième lentille, et en avoir 
déduit la valeur correspondante de R, par la considération de l'achro- 
matisme, soumet l’objectif ainsi obtenu au contrôle indiqué au premier 
problème. Alors, si les foyers des diverses sortes de rayons coïncident, 
l'objectif est déterminé avec exactitude; mais, si cette coincidence n’a 
pas lieu, il essaye une nouvelle valeur de R, et de R, correspondant, et 
de la variation que ce changement apporte dans la situation relative 
des foyers, il déduit suivant la méthode des approximations successives 
la valeur d’une nouvelle correction à faire subir à R, et à R,, et ainsi de 
suite jusqu'à ce que la coincidence des divers foyers soit suffisamment 
établie. 

Quelques applications numériques données par lui mettent cette 
méthode à la portée de tous ceux à qui le calcul trigonométrique le plus 
élémentaire n’est pas complétement étranger. Plus tard il a complété 
son travail en donnant des Tables qui, à l’aide d’un calcul arithmétique 
très-simple, permettent de déterminer assez exactement les dimensions 
d’un objectif dont les verres ont des indices de réfraction et des pou- 
voirs dispersifs connus. 

L'usage de ces Tables, qui ont été reproduites par Prechtl, est assez 
répandu dans la pratique en Allemagne. 


12. Le probleme de la vérification de l’aplanétisme et de l’achro- 


matisme d’un objectif est assez important en lui-même et assez peu 
S.2. 
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connu en France pour qu'il me paraisse utile de donner ici l'exposé 
qu'en fait Littrow, d’après Klügel, en l’accompagnant de la figure don- 
née par ce dernier dans son Mémoire de 1810. 

Nous appellerons, suivant la notation usuelle, n et n’ les indices de 
réfraction des deux verres employés, dn et dn’ leur dispersion ou diffé- 
rence des indices pour deux rayons donnés, et, pour abréger, nous 
dn 
de 
tille comptées en venant de l’objet seront, et R,, ceux de la deuxième 
R, et R,. Je considère comme positifs les rayons des surfaces qui sont 
convexes vers l’objet; les rayons des surfaces qui lui présentent leur 
concavité seront négatifs. Nous désignerons par a l'angle d'incidence 
que fait avec la première normale de la première surface réfringente 
le rayon parallèle à l’axe (le seul qu'il y ait lieu de considérer s’il ne 
s’agit que de la lunette astronomique); l’angle de réfraction corres- 
pondant à a sera a, b sera l’angle de deuxième incidence, ß l’angle de 
réfraction correspondant. Pour la deuxième lentille, les angles ana- 
logues seront a’, a’, b’, ß. 


poserons — = #. Les rayons des deux surfaces de la premiere len- 


Fig. ı. 























VW D k F 


Les prolongements successifs du rayon considéré après les diverses 
réfractions qu'il subit de la part des lentilles coupent l’axe en des points 
dont les distances aux première, deuxième, troisième et quatrième sur- 
faces réfringentes sont appelées (dans leur ordre) A, B, A’, B’, et enfin 
les angles formés avec l’axe en ces points par le rayon réfracté sont 
désignés par (A), (B), (A’), (B’); soit enfin e l’épaisseur de la première 
lentille, e’ celle de Ja deuxième, et E l’écartement des deux verres pour 
tenir compte de cette quantité, qui-est généralement très-petite. 

Cela posé, les diverses directions du rayon réfracté forment, avec les 
rayons des surfaces et avec l'axe, des triangles rectilignes dans lesquels 
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les angles sont a, a,b, B; a’, a’, b', B’ et (A), (B), (A’), (B’). La réso- 
lution de ces triangles s’obltient facilement par les expressions connues 
de la Trigonométrie rectiligne, et en tenant compte du signe des rayons 
des surfaces on a, pour la première réfraction du rayon, 


(Vy 





pour la deuxième réfraction, 


À + R, — € 
R, 
sin3— nsinb, 


(B) =(A)+3—6, 
— R;; 


sind = sin(A), 


(11) 





pour la troisième, 





sind =(R,— B+ E) UE), 
3 
sin x = — sina’, 
(HU) n 
(A) =(B)+a’—a’, 
» _ sing’ _ 
A= R *sin(A’)’ 
et enfin, pour la quatrième, 
sin A’ 


sin 6b’ — (R, — A’+ e’) u 


sind =n'sinb', 


(IV) (B') — À'+b— B’, 
IR, RR, Se 
B= RR) 


Ces expressions sont absolument exactes, quelque grand que soit 
l’angle d’incidence a du rayon. 
Mais, pour trouver ces mêmes valeurs de A, B, A’, B’, dans l'hypo- 
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thèse où le rayon rencontre la première surface réfringente à une 
distance très-petite de l’axe, nous n’avons, dans les équations précé- 
dentes, qu’à admettre que l’angle a est assez petit pour qu’on puisse 
faire sina=a, sina = «; alors les quatre groupes d'équations ci-dessus 
nous donnent 








R n—t 
An, 
R; nR: 
u B A-e "Tb 
(V) R, _ R; n'—1 
A’ n(B—E) | nv” 
R, n'R, , 
Be ren 


mais comme, des quatre grandeurs A, B, A’, B’, la dernière est de 
beaucoup la plus importante, comme donnant la distance du foyer des 
rayons après la quatrième réfraction, comptée à partir de la dernière 
surface réfringente, il sera convenable de chercher la valeur de B’, con- 
sidérée simplement comme fonction de n, n’, e, e' et E, expression 
qu’on obtiendra en éliminant les trois quantités A, B, A’ dans les équa- 
tions (V). 

Pour simplifier cette expression, nous négligerons les puissances 
deuxièmes et au-dessus des petites quantités e et e’, qui, surtout dans 
les grandes lunettes, sont peu importantes, et, en outre, nous ferons 
E = 0, parce que, en réalité, les deux surfaces intérieures de l'objectif 
ne sont séparées que par de minces feuilles d’etain, et qu'elles seraient 
même amenées au contact s’il n’en devait résulter des compressions et 
des altérations de surfaces qu’il convient d'éviter. 

Cela posé, les équations (V) donnent 


g=tm-n(ges) +N (E+) + 


+ R-(c+R „Tl 
R, K.) R; ] n 
13. Ces expressions nous mettent à même de soumettre un objectif 


à un examen très-sévère sous tous les points de vue. 
D'abord, si l’on connaît n, n’, dn, dn’, et les épaisseurs e et e’ des 


(VI) 
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deux lentilles, on peut, à l’aide de l'équation (VI), trouver la valeur B’ 
de la distance focale à partir de la quatrième surface. 

Si l'on a pris pour n et n’ leur valeur moyenne, on aura B’ pour les 
rayons jaunes. Si, dans la même équation, on met ensuite à la place 
de n et den’ leurs valeurs n + dn et n’-- dn’, on aura B’ pour les rayons 
violets; el, en mettant n — dn et n’— dn’, on aura B’ pour les rayons 
rouges; et, si ces trois valeurs de B’ sont identiques, il est évident que, 
dans l'objectif double donné, aberration chromatique est détruite 
pour Jes rayons centraux. 

Ensuite, pour s’assurer si l’aberration sphérique est détruite, on 
calcule B’, à l’aide des équations (I) à (IV), en se servant des valeurs 
moyennes de net de n’, et, si la valeur de B’, ainsi obtenue, coincide 
avec celle que fournit l’équation (VI), il est évident que l’aberration 
de sphéricité est détruite ou, en d’autres termes, que tous les rayons 
d'indice moyen, aussi bien ceux qui tombent au centre que ceux qui 
tombent sur les bords de l’objectif sous un angle de a°, viennent, après 
la quatrième réfraction, se réunir au même point de l’axe, ce qui est, 
pour la netteté de la vision, une qualité essentielle à toute bonne 
lunette. 

Enfin, pour être sûr que les rayons marginaux donnent une image 
achromatique, on reprend la résolution des équations (I) à (IV), en 
mettant n+ dn et n'+ dn’ à la place de n et de n’ pour les rayons vio- 
lets, et n — dn, n'— dn’ pour les rayons rouges; et, si les deux valeurs 
de B’, ainsi obtenues, s’accordent, l’aberration chromatique est aussi 
détruite pour les rayons marginaux, ct l'objectif répond à toutes les 
conditions nécessaires à la netteté de la vision, en faisant abstraction 
des autres propriétés matérielles, telles que la limpidité et l’homo- 
généité de la matière, etc., qui ne peuvent entrer dans le calcul. 

L’expose qui précède suffit pour guider le lecteur dans la vérification 
d’un objectif quelconque pour lequel 2, n’, dn, dn’, R,, Ryo, Ry, R, sont 
connus. Littrow en fait l’application à deux exemples, l’un d'après 
d’Alembert, l’autre d’Herschel; mais, dans les deux, il commet des 


dn 
erreurs graves sur la détermination du rapport —, et sur le choix de 


l’angle d'incidence du rayon sur la premiere surface, qu'il prend beau- 
coup plus grand qu’on ne peut l’admettre, ce qui le conduit à rejeter, 
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comme mauvais, des objectifs qui remplissent tres-bien, au contraire, 
les conditions du problème. Nous aurons, plus tard, à vérifier un ob- 
jectif d’Herschel d’après cette méthode, et nous pourrons reconnaître 
que, loin de présenter les imperfections que lui attribue Littrow, il 
offre, au contraire, toutes les qualités désirables. 


14. La méthode suivie par les géomètres qui avaient précédé Klügel 
a été reprise et perfectionnée par J.-F.-W. Herschel, dans son Mémoire 
Sur les aberrations des lentilles composées et sur les objectifs (Philosophical 
Transactions, vol. CXI; 1821). Il y donne une theorie complète de ces 
systèmes optiques, dans laquelle il établit les relations qui expriment 
la valeur des aberrations des surfaces et des lentilles: il étudie ensuite 
les moyens qui permettent de rendre nulles ces aberrations, et arrive 
ainsi à des équations facilement résolubles, qui fournissent avec exac- 
titude les courbures qu'il convient de donner à un objectif pour lui 
faire acquérir les qualités requises. 

Dans les formules qu’il donne, il emploie les inverses des quantités 
qu'on fait ordinairement entrer dans ce genre de calcul. A la longueur 
focale, il substitue le pouvoir de la lentille; au rayon, la courbure; à 
la distance du point lumineux, sa proximité, etc. Les propositions de 
Voptique géométrique et ses notations prennent ainsi une forme plus 
simple et plus claire, qu'il y aurait tout avantage à conserver. 

Quelques années plus tard, le professeur Simon Stampfer, de l’In- 
stitut impérial et royal polytechnique de Vienne, a, dans le volume XIII 
de l'Annuaire de cet Institut (1828), reproduit, avec quelques modi- 
fications, le travail d’Herschel, en employant la même notation que 
lui; mais il se proposait surtout de retrouver les bases sur lesquelles 
s'était appuyé Fraunhofer pour arriver à construire les objectifs si par- 
faits dont il a doté la Science. 

Pour atteindre ce but, Stampfer commença par déterminer, à l’aide 
d’une méthode indirecte, les indices, les rapports de dispersion et les 
courbures de sept objectifs de Fraunhofer, et, comparant les résultats 
de son analyse avec ceux de la théorie d’Herschel, il arrive à trouver 
entre eux une concordance parfaite, par suite de l'introduction d’une 
hypothèse nouvelle sur la quatrième relation, qui permet de définir le 
problème des objectifs. 
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La fig. 3 nous donne . 


BC _C8 „ CE_ Cy, 
BM Ma EM” Ma’ 











d’où 
BC _BMCS 
(") CE EM Cy’ 
BM =Ba +Ma =(D+u)'+¥ et y=2Ru — u; 
d’où 
—-2 
BM = D?-+-2u(D+R), 
_ D+R ı ,,(D+R} ı ,(D+RY | 
BM — D + u D lp + D - —. 15 
de méme 
_ F—R ı ,(F—R} 1 ,(F—R?} 
EM =F — u F rzu BT pt 
et 


rr Ir ty, 
2R 8R T6OR 
mais, y et uw étant toujours tres-petits par rapport 4D, R, F, ..., on 


néglige les puissances de y supérieures à la deuxième, et l’on se con- 
tente de prendre 


D" y»D-+R cr F—R 
um’ BM =D ED EM = F hr’ 
Las ° N à 
=3+{tr+d), =e Zirh 
et, comme cy =H = ps l'équation (1 1) devient 





y? 
2 

m = ——— ou r-f=mrid 
2 
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° e 2 ° a 
Multipliant les deux termes de la fraction par 1 — d(r + d) Z et négli- 
geant les termes en y", 


r—f=mir+ di ft pi+ dir +d)|: 
d'où 


fsit—m)\r—md+ mrt dE (flr-f)+ dir + d)]. 


La dernière parenthèse étant multipliée par r, le produit f(r —/) 
doit être débarrassé des termes qui contiennent y et se réduire à 
[(1 -- m)r —md|m(r-+ d); la valeur de f devient alors 


y? 


= (1-m!r— md + m(r + d[ı -m'mr — md +d] ; 


ou 


(2! f=t(1—m)jr—md+ miı— m)(r + d’{mr + (1+ m)d]—- 


La partie dépendante de y répond à ce qu’on appelle l’aberration de 
sphericite. 
Pour les rayons incidents infiniment voisins de l’axe, 
y=o et fi=(1ı—-m)r— md. 


16. Soit maintenant une seconde surface, de courbure p et d’in- 
dice m,, en contact avec la premiere, le rayon qui allait couper l’axe 
en E ira le couper en un autre point E’, dont la proximité par rapport 


a la surface sera 
fr=(1—m)p — md, 


et, comme ici d, = — /,, on aura 
A=(1—m)p+ mf =(1—m)p + m(t— m)r — mımd. 


Si l’ensemble de ces deux surfaces forme une lentille dont les deux faces 
sont plongées dans le même milieu, mm, = 1, d’où m, = p, et la valeur 
de f, devient 

fi={(um—i)(r—p)—d; 


si le rayon incident est parallèle à l’axe de la lentille, d= o, et la 
8.3. 
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valeur particulière que prend alors /,, et qui est la distance focale prin- 
cipale inverse de la lentille ou ce que nous appellerons son pouvoir 
principal, et que nous désignerons par J, est 


I=iu—ı)(r—p); 
de meme 
P=(wW-ı)(rp‘), 


Dans le cas où la proximité d n’est pas nulle, le pouvoir /de la len- 


tille est 
f=l-d 


de méme, pour une seconde lentille, 
f' — U’ — d', 
et, si cette seconde lentille est en contact avec la première, d'= — /; 
d’où il résulte que le pouvoir du système de ces deux lentilles est égal à 
fH=l+l—d; 
pour trois lentilles, 
fz1+t+r-d, 


17. L’equation (2) nous a donné, pour la variation de f due à l’aber- 
ration de sphéricité, 
3 


Af=mi(1—m)(r+d)(mr+ (1+ m)d]—; 


pour une seconde surface, la variation de / se compose d’abord de celle 
qui est due à ce que /, est devenu f, + d/,, ce qui fait que 


fr=(1— m)p + m(fi+ of} 


puis, secondement, de la nouvelle aberration due à la seconde surface. 
Il en résulte que la variation, pour une lentille, est 


Af= prof + fs. 
Or, d’après l’équation (2), 
f=pli—u)(p—f) [pe — a+ a) fle. 


Sidoncon met ala place de /,sa valeur (1 —m)r—md= - [(w— ı)r di 


L 
pe 
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et se rappelant que / = (uw — ı)(r — p), apres calculs faits, et posant 


WA = (2— 2y?+ pe) ret (m+ 2y?— 2wiro -b up, 
uw B= (4+ 3u— 3u’)r+ (w+ 3u)p, 
uC —2+ 3p, 


il vient pour la variation de / due à l’aberration de sphéricité pour une 
lentille 


Af = —wl(A+ Bd + Cd), 
Si les rayons reçus par la lentille sont parallèles à l’axe, d = 0 et alors 
lu 


Dans le cas de plusieurs lentilles et en se rappelant que 


d'—— (l—d), 
d’=—(l+l—d)..., 
Af= [ula + Bd + Cai) + pl (A+ B'd + Cd) +. .]. 

18. Les notions qui précèdent nous permettent de résoudre le pro- 
blème de l'objectif double. Nous chercherons d’abord à trouver la 
relation entre les pouvoirs des deux lentilles qui le composent, d’après 
laquelle les rayons de diverse réfrangibilité qui tombent parallèlement 
dans le voisinage du centre seront amenés à converger en un même 
point. Les indices et pouvoirs u, /, / devraient se rapporter au rayon 
le plus brillant du spectre; aujourd’hui il est plus commode de les 
rapporter à la raie du sodium et les mêmes quantités pour les rayons 
d'autre réfrangibilité seront x + du et f+ of. Les épaisseurs et écar- 
tements des verres continueront à être considérés comme nuls. 

Dans le cas que nous étudions, 


S=(#- ı)(r-p)+(e@—ı1)(r—pf). 


Pour les rayons dont la réfrangibilité est u + du dans le premier 
verre, elle sera ’+ dy’ dans le second, et en mettant ces deux valeurs 
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dans la relation précédente et retranchant, il vient 
of = du(r—p) + dp’ (r’ —p’). 
Cette valeur doit être nulle pour que l’objectif soit achromatique. 
Or, puisque 
i={p—1)(r—p) et !=wW—ı'r —p) 
ou 
I l 


! 


et et ET 





F—p— 


la condition d’achromatisme pourra s'exprimer par 








D. I 3 
© a OF wt # 
ou 
, U 
o—lw+l ou ee 
en posant 
ou, Op 
B—ı pt 
ou encore 
oa LE x ET. 
Ou fet 
Op. 


—— est ce qu’on appelle le pouvoir dispersif, » est done le rapport 


des pouvoirs dispersifs, et les pouvoirs des lentilles sont entre eux comme 
les termes de ce rapport. 
On voit facilement d’ailleurs, d’après les relations qui précèdent, que 
dans l'objectif achromatique on a 
"ep __ op | 


r—p Op. 
du étant ce qu’on appelle la dispersion. 





Le rapport so est le rapport de dispersion; on le désigne souvent 
par z: il ne faut pas, comme l’a fait Littrow dans son étude sur un 
objectif d’Herschel, le confondre avec le rapport précédent vo. 


19. On peut chercher à détruire l'aberration chromatique pour les 
rayons parallèles qui passent à une distance y de l’axe. 
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Lorsqu'on veut achromatiser l’objectif en tous ses points, l'équation 
— ‚Tr ‚gr 
o=luo-+l + > (laX +f x") 


doit être satisfaite pour toute valeur de y, et, par suite, on doit avoir 


séparément 
o == lo + l’, 


o=X—WN. 


Ces équations sont celles qui répondent au problème posé par Clairaut, 
repris par d’Alembert et par Gauss ensuite. 


20. Nous chercherons maintenant comment peut se corriger l’aber- 
ration de sphéricité dans l'objectif double. L’equation qui donne la 
variation Af dépendant de l’aberration de sphericite est 


= [pri + Bd + Cd?) + po [A + BI d) + Cid] 


ou 
af == (M+Nd + Pd?), 
en posant 
M = lA + pl (A — B+ CP), 
N = plB + p'l'(BY— all), 
P= lc + p'l'C, 


ou, en remplaçant A, B, C, A’, B’, C’ par leurs valeurs données plus 
haut, 
_k+2} 


U — 1 


p+ ppp ht 2 1 ,n_ (I 14 ay 28 +1 +1 * 1) r’ 
p’ pi — 
ey eed od Ye 7 na un 
| (u—1} p' Qu'—1) 
nett 444, pps 6 
a u Bt pit m 


3W +2 


3ut2,, ; U. 
3 


PR 





P= 


Pour que l’objectif soit aplanétique pour des rayons venant d’un 
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de l’équation (II), après l’avoir de nouveau multiplié tout entier 
l(1 — w) 
———— 9 


r 
pa ñ 


M+d(N + Pd)=o0. 


3° Equation à joindre à Pune des précédentes pour corriger la dis- 
persion sur toute la surface de l’objectif: 








Teal ta Kb , Ir' 
u? ER 1) 





p? p—t p? 
(111) [ee suite le. 
(a — 1)’ A“ 


Ces trois équations renferment pour inconnues les courbures r et 7’; on 
aura les deux autres courbures p, p’ en les tirant des valeurs de / et de / 


I=(p-ıllr-p) et P=—al=(p!—1)(r—9%}, 


qui donnent 








Leur calcul se simplifie encore si l’on prend / pour unité; dans ce cas, 
le pouvoir de l’objectif achromatique est f= (1 — w): il faut donc, pour 
avoir les courbures répondant à un pouvoir donné /,, multiplier les 


, fi 
nombres fournis par l’&quation par le rapport = 


22. Dans ce résumé de la méthode d’Herschel, j’ai du laisser de côté 
toutes les considérations sur l’action d’un nombre quelconque de sur- 
faces ou de lentilles, comme étrangères au sujet restreint qui nous oc- 
cupe Elles ont, du reste, été étudiées de la manière la plus complète 
par Euler, Lagrange, Môbius, etc. 

J'ai négligé l'influence de l'épaisseur des verres, parce que les travaux 
‘de Gauss sont un meilleur guide pour traiter cette question que les mé- 
thodes jusqu'alors employées, et Stampfer, §§ 17 à 20, a montré par 
une analyse détaillée que, soit au point de vue de l’achromatisme, soit 
à celui de l’aplanétisme, dans l’objectif astronomique construit sur les 
données d’Herschel ou sur celles de Fraunhofer, il n'y a pas lieu de 
tenir compte de l’épaisseur des verres. 
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Il y avait d’ailleurs une autre raison pour agir ainsi; les quantités 
négligées dans les diverses phases du calcul ne sont pas les seules causes 
d’imperfection : le travail des verres ne saurajt être absolument parfait 
et la sphéricité des surfaces qu’on admet en théorie n’est jamais com- 
plétement obtenue; les aberrations qui en résultent se combinent avec 
celles qui peuvent provenir des quantités négligées, de manière à faire 
échapper la perfection à tout calcul. 

Les méthodes de L. Foucault peuvent heureusement remédier à tous 
ces défauts, fussent-ils même beaucoup plus graves que ceux que laissent 
subsister un calcul et une exécution convenables. Il ne faut donc de- 
mander à la théorie que de fournir une approximation suffisante pour 
que les défauts soient modérés, et les méthodes dont nous parlons per- 
mettront d'obtenir toute la perfection possible. 


23. Les trois équations que nous venons d'établir n'ont pas toutes 
la même importance. Il est parfaitement évident que la première 
exprime à elle seule toutes les conditions que doit remplir l’objectif de la 
lunette astronomique; mais, comme elle renferme deux inconnues, elle 
ne peut déterminer le problème qu'avec l’aide d’une autre relation 
entre les mêmes inconnues. C’est le choix de cette relation auxiliaire 
qui a divisé les géomètres, chacun d'eux en apportant une nouvelle à 
l'exclusion de toutes les autres. Nous allons les passer en revue, cher- 
cher ce que chacune d’elles peut avoir d’avantageux et comment on 
peut l’introduire dans le calcul de l’objectif astronomique. 


24. Parmi les solutions proposées par Euler, il en est une qui parait, 
au premier abord, présenter des avantages : c'est celle qui consiste à 
rendre minimum l’aberration due à la lentille de crown. Ce résultat est 
PE (pour 2p =1,524, 
p = 0,1366 r). Mais, dans les tentatives qui ont été faites dans cette 
voie, il résulte, d’après les calculs de Gauss, que l’aberration de sphéri- 
cité n’est détruite dans l’objectif entier que jusqu'à une distance de 
l’axe assez petite et qu’au delà elle est proportionnelle à y‘; on ne 
peut alors donner à l’objectif qu’une ouverture assez restreinte, ce qui 
est le contraire du but qu’on se proposait. 


atteint, comme on le sait, en faisant - — — 


3.4. 
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° r .« a 
Si, en conservant le méme rapport de 57 on s'arrange de manière à 


détruire l’aberration au centre et vers les bords, la méthode de calcul 
de Klügel montre qu'il en reparait une quantité encore trop considé- 
rable vers les <4 de la distance du centre aux bords. 

Cette forme a été abandonnée. 


25. Clairaut a proposé plusieurs formes qui présentent certains 
avantages. 

La première, sur laquelle il insiste le plus et que la pratique a 
sanctionnée en effet, est celle dans laquelle les surfaces des deux verres 
qui se regardent ont même courbure et s'appliquent exactement 
l’une sur l’autre. Elle offre de grandes facilités d'exécution et le cen- 
trage des verres, qui est tres-important pour la beauté des images, est 
rendu par la plus facile et plus stable. 

On lui a objecté que, pour certaines variétés de verres, le calcul 
donne des valeurs imaginaires pour les courbures. Cela arrive, en effet, 
lorsque, les indices des verres étant peu différents, le rapport des pou- 
voirs dispersifs n’est guère plus grand que 4; mais cette circonstance 
se présente assez rarement pour qu'on ne doive pas à cause d’elle rejeter 
une méthode qui est la seule praticable dans le cas des petits objectifs : 
il vaut mieux alors changer l’un des verres. 

Pour introduire cette condition dans notre calcul, il faut écrire que 


I 
ou r=r+— 


| 
Um —1I1 Um —1 





r=p= r— 


dans le cas où nous avons fait / = ı; alors on substitue cette valeur der 
dans l’équation (I), qui peut être mise sous la forme 


Ar—Br—Cr?+Dr+E—F=0, 


’ I a ’ 4 
et ayant posé —— = @, on trouve, apres réductions, 
LU — 1 


(A—C)r?+ (D+ 2Aa—B)r+Aa?+E—Ba—F=o, 
d’ou 


„_ —(D+2Aa—B)+y(D+ 2Aa— BP —4 (A — C)(Aa?+ E— Ba— Fi 
u RE 0 a >) nn 
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On trouve toutes ces quantités A, B, Aa, ... dans les Tables que j’ai 
dressées pour abréger le calcul des objectifs. 

Le même auteur propose encore de détruire l’aberration de sphéricité 
pour les rayons de différentes couleurs, question que d’Alembert a 
étudiée aussi quelques années plus tard avec plus de détails, et que 
Gauss a reprise encore, ainsi que cela est dit plus haut. 

Pour résoudre ce problème, il faut combiner ensemble les équa- 
tions (I) et (III). 

L’équation qui en résulte est du quatrième degré et a deux racines 
réelles. On en obtient une valeur approchée par une construction gra- 
phique et l’on corrige successivement les racines trouvées. La forme de 
cet objectif est désavantageuse, et M. Steinheil seul l’a réalisée une fois 
sur les nombres fournis par Gauss. 


26. D’Alembert, outre le système dont nous venons de parler, en 
avait proposé d’autres. En particulier, il voulait rendre l'objectif aplané- 
tique pour les axes obliques, de manière à donner une égale netteté à 
tous les points du champ admis par l’oculaire. Cette condition, peu im- 
portante dans la plupart des cas, rendrait au contraire de grands ser- 
vices pour les instruments méridiens qui doivent avoir un champ étendu. 
Elle mériterait d’être reprise. 


27. Klügel avait d'abord, ainsi qu'il est dit plus haut, donné a sa 
lentille de crown des courbures égales; Clairaut l’avait proposé aussi, et 
Littrow y estrevenu plus tard. Le mérite de cette disposition est de 
donner le maximum de pouvoir à un crown d'épaisseur limitée et, par 
suite, à la lunette la plus grande ouverture par rapport à sa longueur. 

Le calcul de cet objectif est facile. Ayant fait/=—1,ona 


PR Qu) 


Cette valeur de r étant portée dans l'équation (I), celle-ci n’a plus que r’ 
pour inconnue et se résout facilement. J’ai d’ailleurs dressé une Table 
renfermant la valeur des termes en r; elle simplifie le calcul, qui donne 
par cette méthode des résultats plus exacts que ceux qui sont fournis 
par les Tables de Littrow. 

L'autre choix fait par Klügel pour les courbures du crown, c’est-à-dire 


un 
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p 2m 
sérieux et n’ont pas été adoptés par la pratique. 





» et celui de Bohnenberger „= >, n’offrent aucun avantage 


28. Nous avons vu plus haut que les équations (I) et (II) donnent 
les courbures d’un objectif devant servir 4 la fois pour les rayons pa- 


. og ’ ° imi _f 
rallèles et pour ceux qui divergent d’un point de proximité d=- 


D’après l'analyse qu'en a faite Stampfer, les objectifs de Fraunhofer 
sont construits sur cette donnée, n ayant été pris par lui égal à 4o, 
c'est-à-dire le point lumineux étant à 4o fois la distance focale princi- 
pale. Cette seconde condition paraît au premier abord ne pas avoir 
d'importance pour l'objectif astronomique; cependant on peut remar- 
quer que, par suite de la réalisation de l’aplanétisme pour deux valeurs 
de d très-voisines l’une de l’autre, l’aberration ne saurait croître que 
très-lentement dans leur voisinage et pour de très-faibles variations 
dans les courbures. Ce résultat est d’ailleurs vérifié par une analyse 
directe. 

Herschel a été guidé par les mêmes considérations, et il a pris d assez 
petit pour que, tenant compte de d, on püt négliger d*; il n’y a alors 
qu'à satisfaire à l'équation (I) et à l’équation (II), dans laquelle on 
aura supprimé le terme en Tel, 

Les deux méthodes d’Herschel et de Fraunhofer donnent des résul- 
tats peu différents l’un de l’autre. Ainsi, en les appliquant à deux verres 
pour lesquels 


nm =1,5308, p’=1,6165, w—— -——0,631724 


f 
l 
et pour une distance focale F = 60,880, Stampfer a trouvé : 


D'après Fraunhofer, 
objectif du cercle méridien 


Selon Herschel. de Kasan. Equation (1)et(Il). 
R........... 41,2973 41,800 41,768 
R;........... — 16,7188 — 16,638 , — 16,643 
R:........... — 17,0497 — 16,972 — 16,970 
| — 77,2266 — 75,653 — 75,609 


Ces différences sont, on le voit, assez faibles et les qualités des objectifs 
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sont sensiblement les mêmes. L'ouverture de ces objectifs étant ay = 4, 
l’influence de l’épaisseur négligée a été calculée et a donné une varia- 
tion du foyer AF = 0,00025, quantité absolument négligeable. 

Enfin, ces deux objectifs ont été soumis aux vérifications que 
nous donne la méthode de Klügel. On a suivi la marche d’un rayon 
arrivant sur la première surface sous un angle de 2° 44’, ce qui cor- 
respond à y = 1,9694; par suite, très-voisin des bords, puisque la 
demi-ouverture = 2. 





Objectifs 
Fraunhofer. Herschel. 

Pe 2.44! 0° 2.44! 0° 
FF 1.47. 6,614 1.47. 6,614 
(A)... soso. 0.56.53,386 0.56.53 , 386 
|. uossssosssse grossesses 120,39830 119,04155 
b............ consrsrsosssssse 7.48.47,412 7.42.15,112 
6 Ps sesssose 12. 0.40, 141 11.50.31,972 
(B})..........,,.,........... 5. 8.46,115 5. 5.10,246 
B........................... 21 ,96992 21,98212 
A ccc ccc eve cece rer eenernes 11.52.39, 100 11.42.35,295 
GR 7.18.54 ,030 7.12.45,487 
(A)... cossorsosse. 0.35. 1,045 0.35.20,438 
|, sssosceerssesssere 195, 1550 191 ,1829 
br... sosie 2. 5.18,851 2. 2.44,580 
B’................... Less 3.22.38,571 3.18.28,930 
(B').... .................... 1.52.20,765 1.51. 4,788 
B' foyer des rayons marginaux... 60,7151 60,7126 
Foyer des rayons centraux...... 60,7154 60,7131 

Diff... 0,0003 0,0005 


Ces différences devraient encore être diminuées de 0,0002, à cause 
de l'influence de l'épaisseur des verres. Les objectifs peuvent donc être 
considérés comme parfaits. Au point de vue de l'exécution, ils pré- 
sentent encore cet avantage que les petits défauts inévitables de fabrica- 
tion ont peut-être moins d'influence facheuse qu'avec toute autre forme. 

Avec des verres convenablement choisis, on peut arriver à trouver, 
pour les surfaces en regard, p et r’ les mêmes courbures, et alors l’ob- 
jectif jouit, à la fuis, des avantages que nous venons d’énumérer et de 
ceux que donne la méthode de Clairaut. 
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L’expérience a, du reste, prononcé en leur faveur et les lunettes con- 
struites par Fraunhofer ont été surpassées en dimensions, mais non 
en perfection. 


29. Herschel a donné une Table qui renferme les rayons des quatre 
surfaces d'objectifs construits avec un crown d'indice 1,524 et un flint 
de 1,585 avec diverses valeurs du rapport w des pouvoirs dispersifs; il 
y a joint les moyens d’interpolations nécessaires pour obtenir les résul- 
tats qui correspondent à d’autres indices. Les résultats de ces interpo- 
lations ont été donnés par P. Barlow; ils sont contenus dans le n° 28 
du Journal d’ Edimbourg, et Prechtl les a reproduits, mais ils ne donnent 
qu’une approximation insuffisante. C’est pourquoi j'ai dressé des Tables 
qui renferment les coefficients des équations (I) et (II), afin qu'on 
puisse faire facilement le calcul direct des courbures. Elles conviennent 
également à toute forme dans laquelle on tient compte de l'équation (1) 
qui renferme les conditions les plus essentielles pour un objectif astro- 
nomique. Les solutions proposées par Clairaut, Littrow seront ainsi 
facilement réalisées. 


30. Il y a cependant telles formes avantageuses qui ne peuvent être 
calculées par la méthode d’Herschel. Ce sont, en particulier, celles qui 
conviennent aux objectifs pour lesquels l'influence de l'épaisseur peut 
être considérable, ou celles dont les conditions ne peuvent être repré- 
sentées par des expressions algébriques. Comme exemple de ces der- 
nières, je citerai la disposition qui a été proposée par M. Prazmowski 
et dans laquelle les rayons traversent l'objectif tout entier sous le mini- 
mum de déviation. Cette condition, qui en sa qualité de limite parait 
présenter des avantages au point de vue de la stabilité, est remplie 
lorsque le produit des cosinus des angles d'incidence du rayon à chaque 
surface est égal au produit des cosinus des angles de réfraction corres- 
pondants, ou d’après la notation que nous avons employée dans l’ex- 
posé de la méthode de Klügel quand on a 


cosa cosb cosa’ cosb’ = cosa cosB cosa’ cos’. 


(Voir la condition analogue pour les prismes, éq. (2), § 216, Traite 
de la lumiere, par Herschel, en remarquant qu'ici py = p’p.”... = 1.) 


e = 
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Cette méthode se trouve alors en quelque sorte imposée, et l’on a, 
pour se guider dans les essais successifs qu'on doit faire pour arriver 
à satisfaire à la condition énoncée, la constance du rapport de la somme 


des courbures des deux verres 7 
M. Prazmowski a bien voulu me communiquer les éléments d’un 
objectif qu’il a réalisé sur ces données. 


» qui doit rester égal à oe 


m—=1,502, u = 1,6303; 


Ô 
n= —_ —0,45951 pour les rayons centraux; 





oy 
0,46236 pour les marginaux; 
_ Sy wat _ 
6) — du’ ht = 0, 57606; 
R, = 7 R, — 540, R, == R, = — 202. 


Distance focale — 685. 


Le rayon, faisant un premier angle d'incidence = 3°, 30, rencontre les 


surfaces : 
Sous les angles 


d'incidence. de réfraction. 
0 N 0 ' 
Premiere surface... a 3.30 a 2.20 
Deuxieme » B | 
. 10. 3C 0.48 
Troisième Dove. a’ I a’ (9 4 
Quatrième » ... b' 3.49 6’ 6.14 


Cet objectif, employé avec une ouverture considérable, a montré de 
grandes qualités. 


31. On peut se demander quelles sont, en fin de compte, celles de 
ces solutions d’un probleme indéterminé qui conviennent le mieux au 
sujet qui nous occupe, à la construction des grands instruments d’As- 
tronomie. On peut répondre, d’une manière générale, que ce sont celles 
pour lesquelles de légères variations dans la valeur des courhures font 
naître les moindres défauts, celles pour lesquelles l’achromatisme et 
l'aplanetisme sont le plus stables. Mais les conditions pratiques se 
sont singulièrement modifiées depuis un certain nombre d'années. La 
fabrication des verres d'optique a fait de grands progres, non-seule- 

| S.5 


eo 
S.34 | ADOLPHE MARTIN. 


ment au point de vue de la pureté et des dimensions des pièces qu'on 
peut obtenir, mais aussi à celui de la variété de leur nature chimique 
et physique, de telle sorte qu'on peut arriver, par cette voie, non plus 
seulement à adapter la forme à la nature du verre, mais à choisir une 
nature de verre qui convienne à la forme qu’on veut employer : c’est 
ce qu’on fait, en particulier, pour les objectifs de Photographie et pour 
ceux du microscope. 

Les objectifs astronomiques peuvent aussi profiter de cette latitude. 
qui permettra d'employer la solution que je crois des meilleures, c'est- 
a-dire celle qui répond à la fois à la méthode de Clairaut (p = 7’) et à 
celles d’Herschel et Fraunhofer. On réunit ainsi les conditions de sta- 
bilité et les avantages des deux formes, ce qui me parait surtout desi- 
rable, parce que les défauts de travail, les résidus d’aberrations, peuvent 
ètre alors combattus sans crainte par la méthode des retouches, qui est 
sans doute tres-puissante et permettrait de combattre même de tres- 
graves défauts dus à l’aberration de sphéricité; mais il est infiniment 
plus sage de rendre les défauts les plus faibles possible d’abord, afin 
de pouvoir rendre ensuite les retouches plus légères et exécutables avec 
des outils de dimension suffisante pour assurer la continuité de la sur- 
face : c’est, du reste, de cette manière que L. Foucault entendait faire 
l'emploi de ses méthodes. 


32. C'est dans le but de rappeler les nombreuses solutions qui ont 
été mises en avant pour le problème de l’objectif, et pour en faciliter 
le calcul, que j'ai entrepris ce Mémoire et que j’ai dressé les Tables 
qui suivent. Je ne me suis pas proposé, comme Herschel et Littrow, de 
donner des calculs tout faits, dans lesquels les opticiens n’eussent qu’à 
relever directement les courbures à donner à leurs verres, attendu que, 
comme je l’ai déjà dit, ces Tables ne conviennent pas seulement à une 
forme déterminée, mais aussi à toutes celles pour lesquelles le calcul 
direct peut être employé. Quelques mots suffiront pour faire comprendre 
leur disposition. 

Les équations (1) et (II), dans lesquelles on a fait = r, étant mises 


sous la forme 
o—=Ar— Br —Cr"’+ Dr’'+ E—F, 


o=Gr—Hr’—J4+K+ —— (LM), 
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la Table I donne les valeurs des coefficients 











A+? poze B=(~".);, _4ur4, 
P p—1 u —1 be 
pu Set L—#+2, = — ’ 
pl I pe —1 


qui se rapportent à l'indice a du crown. 
Les Tables réunies sous le titre II contiennent les coefficients relatifs 
a la fois à l'indice a’ du flint (variant par 0,005) (‘) et au rapport » 


af 














e e . Ô 
des pouvoirs dispersifs = ~-~-:—— ; ce sont 
p. — 1 IL — 1 
, uw+2 + 2u’ +1 3uW +2 3u'+1 wu \F 
ce, fe, tr, pie, Sue (ol 
— 1 p A —, 
u + - 6u'+4 3u' +1 3u’+2 a) 
u, Rés, Sur, Mit, Vet 
IA I BR — 1 


La Table III donne les coefficients réunis des équations qui convien- 
nent aux solutions proposées, l’une par Clairaut et l’autre par Klügel, 
Littrow, etc. ; 

Enfin le Tableau IV donne les puissances de w qui entrent dans le 


] . 
calcul de C, D, ..., et, en outre, les valeurs de -—— ou de la longueur 


locale de l'objectif pour lequel / = 1. C'est le nombre par lequel il faut 
multiplier 7, p, 7’, p’ pour avoir les valeurs de ces courbures qui cor- 
respondent à f = 1. | 


33. Pour mieux faire comprendre l’usage de ces Tables, nous allons 
calculer les courbures d’un objectif, et nous mettrons en présence les 
formes qu'il prend, selon qu’on admet la solution de Clairaut, celle 
d’Herschel ou enfin celle de Littrow. 

Nous prendrons pour nos exemples les sortes de verres que W. Hers- 
chel a choisies lui-même comme types. Le crown aura pour indice 
pw = 1,524, le flint p'= 1,585, et w sera égal à 0,60. 


(') Pour avoir ceux qui se rapportent à des variations par 0,001, On peut procéder soit 
par interpolation très-simple d’ailleurs, puisque dans ce cas les différences secondes au plus 
Sont constantes, soit par calcul direct, en prenant les facteurs en a’ dans la Table I et ceux 
en » dans la Table IV. 

S.5. 
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ı°Clairaut, faisant coincider, dans toute leur étendue, une surface du 
crown et une surface du flint, on a r’= p; cette condition nous donne, 
ainsi qu'on l’a vu plus haut, 


1. (D+ 2Aa— B+/D+2Aa— BY F(A—C) (Ae + E— Ba— Fi 
TE) 


La Table I donne, pour p = 1,524, 
B= 7,72519, A= 2,31234, E = 8,45877, a = ı,90840. 
Dans la Table I, on trouve 
C=1,35710, D=1,34804, F=0,60119, a’ == 1,02564, 
et enfin les valeurs de 
2Aa = 8,82591, Ao?=8,42148, Ba = 14,74273 


se trouvent dans la Table III. 
En effectuant la substitution de ces valeurs dans |’équation ci-dessus, 
il vient 


D -+2Aa2— B= 2,44856, A—C—0,95524, Aa-+E-— Ba— F = 1,53633. 


d'où 
__ — 2,44856 + Vi2,44856) — 4 X 0,95524 X 1,53633 
u 1,91048 — 
__ — 2,44856 =: 0,353823 
u 1.91048  ? 


avec lesigne +, 
"= — 1,09644, r= r + 2=1,g0840 — 1,09644 = 0,81 196; 
avec le signe —. 
r = — 1,46684, r'= 1" + x —1,90840 — 1,46684 = 0,44156. 
On a donc pour les quatre courbures, avec le signe +, 
r = 0,81196, 


P= r= 1,09644, 
pP = r’ — « = 1,02564 — 1,09644 = — 0,0708, 
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d’où 
R = - = 1,23159, 
R, = R, = — 0,912043, 
R, = — 14,124 (convexe); 
avec le signe —, 
r =0,44156, 


p=r=— 1,46684, 
p'= 1,02564 — 1.46684 = — 0,44120, 
d’où 


R, = 2,26470, 
R; = R, = — 0,68175, 
R, = — 2,26655 \convexe). 


Pour avoir les rayons de courbure dans le cas où c’est la longueur 
focale de l'objectif que l’on prend pour unité, il faut multiplier les 
valeurs de R,, ..., ci-dessus par 1 — w = 0,4, ce qui donne, avec le 
signe +, 

R, = 0,492636, 

R, = R; = 0,364814, 


R, == 5,6496, 
avec le signe —, 
R, = 0,90588, 
R, = R; = 0,27270, 
R, = 0,90661. 


2° Herschel, ainsi qu’on l’a vu plus haut, détermine les courbures 
de l’objectif à l’aide de l’équation (I) et de l’équation (II), dans laquelle 
il ne tient pas compte des termes L et M. 

Si dans les termes qui restent nous mettons, à la place de GHJK, leurs 
valeurs, nous obtenons 


_Hr+J—K _3,g14ıgr + 9,06093 
PTT G —  6,62%67 


reportant cette valeur de r dans l’équation(T), où A, B,C, ... auront été 
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remplacés par les nombres donnés par les Tables I et 11, on trouve 


d'abord 
Ar? == 0,807248 r'? + 3,73738 1’ + 4,32582. 


-- Br= — 4,56443 r — 10,56617, 
— Cr?= — 1,357100 7, 
+Dr’+E— F = 1,34804 r + 8,45877 — 0,601 19, 


el, réductions faites, 

0,54985 r”? — 0,521 r' — 1,61723 = 0; 
d'où 
__ 0,521 — 1,9566 


1,0997 


7” 


‘le signe + donnerait une forme inadmissible en pratique). ou 


Les Tables 





d'Herschel 
. donnent 
Pour / —1. PourF=ı. pourF= te. 
=: — 1,30546..................... — R, — 0,766 0,30640 3,0640 
r= — > 109881 + 9,0bog3 = 0,5964 2. R. = 1,67677 0,670687 6,7069 
6,62467 : ; c 
2 = 0,996.42 — 1,9084 = — 1,31198... —R;—o,76219 0,304876 3,0488 


0' = 1,02564 — 1,30546 l 


— 3 5n3- _ 
= — 0,27982 convexe). | scare R, == 3,537 1,42948 14,203" 


3° Si enfin on fait le crown équiconvexe, r et p sont déterminés: 


car alors, / étant 1, ona 
I 


P= sey 
Les termes en r? et r peuvent donc étre calculés d’avance: la Table III 
nous les donne en effet. L’équation (I) se trouve alors transformée en 


la suivante : 
Cr?— Dr + F — (Ar’— Br+ E) =0, 


ou, dans l’exemple actuel, 


1,35910 r? — 1,34804 r + 0,60119 — 3,19278 =0, 


1,34804 — 3,98565 = — 2,63761 
yo To pgaga 09978785 


r= 
2,7142 
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d'où les valeurs suivantes pour les courbures et Les rayons: 


f=. = 1. 
r—=--0—=0,954198.............., R,= —R.= 1,048 0,4192 
= —0,97178.................... R; = — 1,02y05 0, 41162 
o' == 1,02564 — 0,97178 = 0,05386. Ry = 18,5666 concave 7,42666 


Les Tables de Littrow, qui sont construites pour obtenir, non pas 
l'aplanétisme pour une ouverture moiérée, mais la concordance du 
foyer des rayons centraux avec celui des rayons qui rencontrent la pre- 
miere surface sous une incidence de 10 degrés, donnent, pour /=1 


__ + 1,524 
el Tr = 0,00 x 1,585’ 
R,= -- R,= 1,048, R,:: — 1,03636, R, == 16,480. 


La différence des rayons R, et R, est un peu moins grande que dans le 
résultat du calcul direct. 

Si enfin nous rangeons ces objectifs d'après la courbure de la pre- 
miere surface, nous trouvons pour la longueur focale L, prise pour 
unité : 


Clairaut Clairaut 
D’après Littrow. avec le signe +. Herschel. avec le signe —-. 
R, = 0,4192 0,4926 0,6707 0,9059 
R, =: 0,4192 0,3648 0,3048 0,2727 
R, = 0,41162 0,3648 0,3064 0,2727 
R, = 7,4266 concave 5,6496 convexe 1,4294 0,9066 
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TABLES POUR LE CALCUL DES OBJECTIFS. 


]. — EQUATION DONNANT LES COURBURES DE L'OBJECTIF APLANETIQUE ET ACHROMATIQUE 
POUR LES RAYONS PARALLELES (/ &TANT ÉGAL A 1). 





o = ET? 2p mi Pot ay ud 2h yi, 
p. p—1 u . # pot 
2 ' ? 2 
+ im _ JE +2,,,$8 +1 2 -- ys, 
kon I po — 


ou 
o— Ar — Br—Cr?+ Dr+E—F. 


II. — ÉQUATION DONNANT LES COURBURES POUR LES RAYONS PARALLELES ET POUR CEUX 


, l — G) 
UL ÉMANENT D’UN POINT DE PROXIMITÉ d = f — nl 











2 Au’ + 4 3 bu’ + 4 3 
o= iT) et ot, erh py aot, PRT 
4 PR pl u ‘toot 
1—wf3p+2 3p’+>2 
n p p' | 
ou 
I — 0 


o=Gr- Hr’ -J-+K +——[L—M}. 


SUR 





2,33333 


2,33244 
2,33156 
2,33067 
2 ,32979 
2,32890 


2,32802 
2,32714 
2,32626 
2,32538 
3,32450 


2,32363 
2,32275 
2,32188 
2,32100 
2,32013 


2,31926 
2,31839 
2,31752 
2,31666 
2,31579 


2,31492 
2,33 406 
2,31320 
2,31234 
2, 31147 


2,31062 
2, 30976 
2 , 30890 
2, 30804 
2,30719 


7 ,98802 
7197610 
7 96421 
7 ,95238 
794060 


7,92885 
7,91716 
7,90551 
7 , 89391 
7 , 88235 


7 ,87084 
7 ,85938 
7 184795 
7 83658 
7 582524 


7 81395 
7, 80271 
7179150 
7, 7835 


7 76923 


7 75816 
7,74713 
773614 
7:72519 
771429 


7 170342 
7, 69260 
7 ,08182 
7 ,67108 
7 66038 





TABLE I. 

E G 

? hu+ 
(a1)? a 
9 ,00000 6,66666 
8,97607  6,66489 
8,95225 6,66311 
8,92857 6,66134 
8,90501 6,65957 
8,88158 6,65781 
8,85829 6,65604 
8 , 83508 6 ,65428 
8 81201 6,65252 
8,78907  6,65076 
8,76624 6,64900 
8,74354 6,64725 
8,72095  6,64550 
8,69848  6,64375 
8,67612 6,64201 
8,65388 6,64025 
8,63175 6,63852 
8,60974  6,63678 
8,58784  6,63505 
8,56605 6,63336 
8,54438  6,63158 
8,52281 6,62985 
8,50136 6,62812 
8 , 48001 6 , 62640 
8,45877  6,62467 
8,43764 6,62295 
8,41662 6,62123 
8,39570 6,61951 
8,37489 6,61780 
8,35418  6,61609 
8,33357 6,61438 


10,98403 
10,96813 
10,95229 
10,93651 


10,92079 


10,90514 
10,88955 
10,87402 
10,85856 
10,84312 


10,82780 
10,81251 
10,79726 


'10,78210 


10 ,76700 


10,75294 
10,73694 
10,72200 
10,70713 
10,69230 


10,67754 
10,66284 
10,64818 
10,63359 
10 ,61905 


10,60456 
10,59013 
10,57576 
10,5614$ 
10,54717 
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L 


3u+a 
p 


4,33333 


4,33245 
4,33156 
4,33067 
4 ,32978 


4, 328go 


4 ,32802 
4,32714 
4 ,32626 
4,32538 
4 ,32450 


4, 32362 
4 ,32275 
4, 32188 
4,32100 
4 ,32013 


4,31926 
4,31839 
4,31752 
4, 31665 
§ ,31579 


4, 31492 
4 ,31406 
4 ,31320 
4 , 31234 
4, 31148 


4,31062 
4 ,30976 
4, 30890 
4, 30804 
4,30719 


S.6 


S.41 


2 ,00000 


1,99601 
1,99223 
1,98807 
1,98413 
1 ,98020 


1,97628 
1,97239 
1 ,96850 
1, 96464 
1,96078 


1 95695 
1,95313 
1,94932 
1,94553 
1,94175 


1,93798 
1,93423 
1,93050 
1,92678 
1,92308 


1,91939 
1,91571 
1,91205 
1,90840 
1,90476 


1,90114 
1,89753 
1,89394 
1,89036 
1,88679 


S.42 


A 
2+ 2 





u 
2.30719 


2,30634 
2,30548 
2,30463 
2,30378 
2,30293 


2,30208 
2,30124 
2,30039 
2,29955 
2,29870 


2,29786 
2,29702 
2,29618 
2,2y534 
2,29450 


2,29366 
2 ,29282 
2,29199 
2,29115 
2,29032 


2,28949 
2 ,28866 
2,28783 
2,28700 
2,28617 


2,28525 
2,28452 
2.28370 
2, 28287 
2 ,28205 


2u +1 


m — I 





7 ,66038 


7, 64972 
7,63910 
7,62852 
7,61797 
7,60748 


7 99701 
7 , 98659 


7,576a1 
7,56586 
7,93355 


7,54528 
7,93505 
7,92486 
7,91471 
7,90459 


7,49450 
7:48446 
747445 
7,464 48 
749454 


7 44465 
743478 
742495 
741516 
=. 405§0 


7 39568 
7 , 38600 
7 37634 
7, 36673 
735714 
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TABLE I. (Suite.) 


E 


u? 
i 


(u—1)? 
8 ,33357 


8 31307 
8 ,29267 
8 27237 
8 25217 
8 23207 


8 ,21207 
8 ,19218 
8, 17237 
8 15267 
8 , 13306 


811354 
8, 09413 
8 ,07481 
8 05558 
8 03645 


8 01740 
7199845 
797960 
7 96083 
7,94215 


7,92356 
7 ,90506 
7 ,88665 
7,86833 


+, 85009 


7,83195 
7,81388 
779590 
7,77801 
7 76021 


10,53296 
10,51880 
10 ,50470 
10, 49064 
10,47664 


10, 46269 
10,44879 
10,43494 
10,42115 
10,40741 


10, 39371 
10 , 38007 
10, 36648 
10, 35294 
10 33945 


10 ,32601 
10, 31261 
10 , 29927 
10,28597 
10 ,27272 


10,25953 
10,24638 
10,23327 
10,22022 
10,20721 


10,19425 
10,18133 
10, 16846 
10, 15563 
10, 14286 


L 


3p +2 


& 


§ ,30719 


4 ,30634 
4,30548 
4,30463 
4,30378 
4,30293 


4,30208 
4,30124 
§, 30039 
4129954 
4 29870 


4,29786 
4 ,29702 
4 ,29618 
4 ,29534 
§ ,29450 


4, 29366 
4,29282 
4 ,29199 
4,291 16 
4 ,29032 


4 ,28949 
4 ,28866 
4,28783 
4 ,28700 
4, 28617 


§ , 28535 
4, 28452 
4 ,28370 
4 ,28287 
4 ,28205 


x 


| 
emt 





1 ,88679 


1, 88324 
1 ,87970 
1 87617 
1 ,87266 
1 , 86916 


1, 86567 
1, 86220 
1 , 85874 
1, 85529 
1,85185 


1, 84843 
1, 84502 
1, 84162 
1 ,83824 
1 ,83486 


1, 83150 
1, 82815 
1 , 82482 
1,82149 
1,81818 


1,81488 
1,81160 
1 , 80832 
1 ,80505 
1 ,80180 


1 ,79856 
1,79533 
1,79211 


1, 7889! 
1,78572 
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2 ,28205 


2,28123 
2,28041 
2,27959 
2,27877 
2,27799 


2,27714 
2,27632 
2,27551 
2,27470 
2,27388 


2,27307 
2,27226 
2,27145 
2,27065 
2, 26984 


2, 26904 
2 , 26823 
2, 26743 
2 ,26662 
2,26582 


2,26502 
2,26422 
2,26342 
2,26263 
2,26183 


2,26103 
2,26024 
2,25944 
2,25865 
2,25786 


735714 


7 , 34760 
7, 33808 
7, 32860 
7,31915 
7 ,30973 


7,30035 
7,29100 
7,28169 
7,27241 
7,26316 


7,25394 
7,24476 
7,23560 
7 ,22648 
721739 


7 ,20833 
7, 19931 
7119031 
7,18135 


7, 17241 : 


7, 16351 
715464 
7,14580 
7, 13699 


7 ,12820 


7411945 
7,11073 
7 ,10204 
709338 
708475 


TABLE I. (Sorre.) 


E 


(u—1)/ 
7, 76021 


7174248 
7 172484 
7,70728 
768980 
7 67241 


7 , 65510 
7 63786 
7 ,62071 
7 ,60363 
798664 


7 96973 
7, 55289 
7, 53612 
751944 
7 ,50284 


7,48630 
7,46985 
745347 
7143716 
7142093 


740477 
7,38868 
7 137267 
7,35673 
7,34086 


7, 32506 
7, 30933 
7 29368 
7 27809 
7 26257 


6,564 10 


6, 56246 
6 ,56082 
6, 55918 
6 55754 
6 ,55591 


6 55428 
6 ,55265 
6, 55102 
6 54940 
6 54777 


6 54615 
6 54453 
6 54291 
6, 54130 
6 ,53968 


6 , 53807 
6, 53646 
6, 53485 
6 53325 
6 ,53165 


6 , 53004 
6, 5284 § 
6, 52685 
6 , 52525 
6, 52366 


6 ,52207 
6 52048 
6,51889 
6,51731 
6,51572 


J 


3u +1 
u —I 





10,14286 


10,13012 
10,11744 
10,10479 
10,09220 
10,07965 


10,06714 
10,05467 
10,04225 
10,02988 
10,01754 


10,00525 
9,99300 
9, 98080 


9; 96864 
9,95652 


994444 
9,93241 
9,92042 
9,90846 
9, 89655 


9,88468 
987285 
9 ,86106 
9, 84932 
9 ,83760 


9,82594 
9,81431: 
9,80272 
9,79117 
9,77966 


L 


3p +2 
p- 


4,28205 


4,28123 
4,280$ 1 
4,28959 
4,27877 
4 ,27796 


427714 
4,27632 
4,27551 
4,27470 
4 ,27388 


4 ,27307 
4 ,27227 
4 ,27146 
4,27065 
4,26984 


4 , 26904 
4, 26823 
4, 26743 
4, 26662 
4, 26582 


4 ,26502 
4 ,26422 
4,26342 
4,26262 
4,26183 


4,26103 
4,26024 
4 ,25944 
4,25865 
4,25786 


S.6. 


S.43 


1,75439 


1,75131 
1,74825 
1,74520 
1,74216 
1,73913 


1,7361 1 
1,733 10 
1,73010 
1,72712 
1,72414 


1,72117 
1,71821 
1,71526 
1,71233 
1, 70940 


1,70649 
1,70358 
1,70068 
1,69779 
1,69i9t 


S.44 





12 
2,25786 


2,25707 
2,25628 
2,25549 
2,25470 
2,25392 


2,25313 
2,25235 
2,25156 
2,25078 
2,25000 


2,24922 
2,24844 
2,24766 
2,24688 
2,24611 


2,24533 
2,24455 
2,24378 
2,24301 
2,2422 


2,24147 
2, 24070 
2, 23993 
3,23916 


2,23839 


2,23762 
2,23686 
2,23610 
2,23533 
2,23457 


B 


3u +1 
u— 1 





7 108475 


707614 
7 06757 
7,05902 
7,05051 
7,04202 


7,03356 ‘ 


7,02513 
7,01672 
7,00835 
7 ,00000 


6,99168 
6,98339 
6,97513 
6,96689 
6,95868 


6,95050 
6,94234 
6,9341 
6,9261 1 
6,91803 


6,90998 
6,90196 
6,89397 
6,88599 
6,87805 


6,87013 
6,86224 
6,85437 
6,84653 
6,8387: 
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TABLE I. (Surre.) 


E 


(x —1)? 
7, 26257 


7,24712 
7,23174 
7,21643 
7,20118 
7,18600 


7,17089 
7,15585 
7,14087 
7,12596 


7,10 


7 09633 
7 ,08161 
7 06696 
7 ,05237 
7 03784 


7 02337 


7 ,00897 
6 ,99463 
6, 98035 
6,96614 


6,95198 
6,93789 
6,92385 
6,90987 
6,89596 


6,8821 1 
6,86830 
6,85457 
6,84090 
6 ,82726 


G 
fp+4 


(73 
‘ 





6,51572 


6,51414 
6, 51256 
6 , 51098 
6, 50941 
6 , 50784 


6 ,50627 
6, 50470 
6 50313 
6 ,50156 
6, 50000 


6, 49844 
6 ,49688 
6, 49532 
6, 49377 
6, 49221 


6 ,49066 
6, 48911 
6 , 48756 
6 , 48602 
6 48447 


6 48293 
6, 48139 
6, 47985 
6, 47832 


6 ,47678 


6 47545 
6, 47372 
6, 47219 
6 , 47066 
6, 46914 


J 


Je +1 
up —1 


9.77966 


9,76819 
9,75675 
9,74536 
9,73401 
9.72269 


9,71141 
9,70017 
9,68896 
9,67780 
9 ,66666 


9,65557 
9,64452 
9 ,63350 
9, 62252 
9,61157 


9 ‚60066 
9,58979 
9:57895 
9,56814 
9, 25738 


9 , 54665 
9,53595 
9,52529 
991466 
9. 50406 


9,49350 
9 , 48298 
9 ,47249 
9 , 46204 
9,49161 


L 


3u+2 
me 


4 ,25786 


4 ,25707 
4,25628 
4,25549 
4,25470 
4 ,25392 


4,25313 
4 ,25235 
4,25156 
4 ,25078 
4, 25000 


4 ,24922 
4 ,24844 
4 ,24766 
4,24688 
4,24610 


4,24533 
4,24455 
4,24378 
4 ,24301 
4,24224 


6,24147 
4,24069 
4,23993 
4,23916 
4,23839 


4 ,23762 
4,23686 
4,23094 
4,23533 
4,23457 


T 


pi 
1, 69491 


1 ,69205 
1,68919 
1 ,68634 
1 ,68350 
1 ,68067 


1 ,67785 
1 ,67504 
1,67224 
1 ,66945 
1 ,66666 


1 ,66389 
1, 66113 
1 65837 
1,65563 
1,65289 


1,65016 
1,64745 
1,64474 
1,64204 
1,63935 


1,63666 
1,63399 
1 ,63132 
1 ,62866 
ı ‚62602 


1 ‚62338 
1,62075 
1,61812 
1,61551 
1,61290 
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2,23381 
2,23305 
2,23229 
2,23153 
2,23077 


2,23001 
2, 22926 « 
2,22850 
2,22775 
2 22699 


2,22624 
2,22549 
2,22474 
2,22399 
2 ,22324 


2,22249 
2,22175 
2,22100 
2,22025 
2,21951 


2,21877 
2,21803 
2,21729 
2,21655 
2,21581 


2,21507 


2,21433 
T,21359 
2,21285 
2,21212 


6,81541 


6,80769 
6 ,80000 


6,79233 
6,78469 
6,77707 
6,76948 
6,76191 


6,75436 


6 74684 ° 


6 ,73934 
6, 73186 
6 72441 


6,71698 
6,70957 
6,70219 
6,69484 
6,68750 


6,68019 
6,67290 
6 ,66563 
6,65838 
6,65116 


6,63396 
6,63678 
6,62963 
6 ‚62250 
6 ,61538 


TABLE I. (Svıre.) 


u? 


 (pe-ı) 


6,82726 


6,81370 
6,80019 
6,78674 
6,77334 
6 ,76000 


6,74672 
6,73349 
6,72031 
6,70720 
6,69413 


6,68112 
6, 66816 
6, 65526 
6 64241 
6 ,62961 


6 ,61687 
6,60418 
6.59153 
6 57894 
6 , 56640 


6, 55392 
6 54148 
6, 529150 
6 51676 
6, 50448 


6 , 49224 
6, 8005 
6 , 46792 
6 , 45583 
6, 44378 


ce 
4 + 4 


LR 


6,46914 


6, 46761 
6 , 46609 
6 46457 
6 ,46305 
6, 46154 





6, 46002 
6,4585 1 
6,45700 
6,45549 
6,45399 


6,45248 
6, 45098 
6,44948 
6,44798 
6,44648 


6,44499 
6, 44349 
6 , 44200 
6, 44051 
6, 43903 


6, 43754 
6 ,43605 
6 , 43457 
6 , 43309 
6 , 43161 


6, 43013 
6, 42866 
6, 42719 


6,42571 - 


6 42424 


9,45161 


9,44121 
9,43087 
9, 42054 
9, 41025 
9 , 40000 


9 , 38978 
9 ,37959 
9 , 36943 
9, 35930 
9, 34920 


9, 33914 
9, 3291! 
9,31911 
9,30g14 
9,29921 


9, 28931 
9,27944 
9 26959 
9,25978 
9,25000 


9,24025 
9,23053 
9,22084 


9,21117 
9,20155 


919195 
9,18238 
9:17073 
9,16333 
9,15384 


423077 


4,23001 
4 ,22926 
4 ,22850 
4 ,22775 
4 ,22699 


4 ,22624 
4,22549 
4 ,22474 


4,22399 
4 ,2232{ 


4,22249 
4,22175 
4 ,22100 
4 ,22026 
4,21951 


4,21877 
4,21803 
4,21728 
4,21655 
4 ,21580 


4,21507 
4,21433 
4,21359 
4 ,21286 
4,21212 


S.45 


1 ,61031 
| 60772 
1 60514 
1 ,60256 
ı ,60000 


1,597 4 
1 ,59490 
1 ,59236 
1,58983 
1,58730 


1 ,58469 
ı ,58228 
1 ,57978 
1,57739 
1,57480 


157232 
1 56986 
1,567 40 
1 ,56494- 
1 56250 


1 ,56006 
1 55763 
1,55521 
1,55280 
1,55039 


1 ,54799 
1,54560 
1,54321 
1,54083 
1,53846 


S.46 


C= ET, 

th. 

u 4# + 4 | 

p- 

a) C 
0,55 1,24620 
0,56 1,26881 
0,97  1,29151 
0,58 1,31412 
0,59  1,33683 
0,60 1,35949 
0,61 1,38215 
0,62 1, 40480 
0,63 1,42746 
0,64 1,45012 
0,65 1,47278 
0,66 1,49544 
0,67 1,51809 
0,68 1,54075 
0,69 1,56341 
0,70 1,58607 
0,71 1,60873 
0,72 1,63139 
0,73 1,65405 
0,74  1,67671 
0,75  1,69937 


D 


1,42275 


1,40845 
1,39272 
1,37555 
1, 35695 
1, 33691 


131546 
1,29254 
ı ‚26820 
1,24243 


1,21522 


1,18658 
1,15651 
1,12499 
1,09205 
1,05767 


1,02186 
0,98461 
0,94593 
0,90581 
0 , 86426 





ADOLPHE MARTIN. 





TABLE II. 

api t pin P42, Set on, 

BOT [a Bs 

3u'+1 , uM SHE! , rm) 

pe’ 1 ’ = p! ’ w—ı' 

wm = 1,580. 

F H K M 
0,58715 3,59240 1,69869 2,34620 
0,58853 3,65771 1,67416 2,38886 
0,59043 3,72303 1,64765 2,43152 
0,59289 3,78835 1,61915 2,47417 
0,59595 3,85367 1,58868 2,51683 
0,59965 3,91898 1,55622 2,55949 
0,60405 3,98430 1,52180 2,60215 
0,60g19 4,04962 1,48539 2,64481 
0,61510 4,11493 1,44699 2,68746 
0 ,62185 4 , 18025 1, 40662 2,73012 
0, 62946 4, 24557 1, 36427 2,77278 
0,63799  4,31088 1,31995 2,81544 
0,64747 4,37620 1,27364  2,85810 
0,65797 4,4415a 1,22536 2,90076 
0 ,66951 4 ,50684 1,17509  2,94341 
0,68214 4,57215 1,12284  2,98607 
0,695g1 4 ,63747 1,0686 ı 3,02873 
0,71086 ‚70279 1,01241 3,07139 
0,72503 4,76810 1,95423 3,11405 
0,74448 4,83342 1 ,89406 3,15671 
0,76325  4,89874 1,83192  3,19937 


U 


‘2 


(wp? 


3 


[2 


x 


0 ,94827 


0, 96552 
0, 98272 
1 , 00000 
1,01724 
1,03448 


1,05172 
1 ,06896 
1 ‚08621 
1,10345 
1 ,12069 


1,13793 
1,15517 
1,172j1 
1, 18965 
1 ,20690 


1,22414 
1,24138 
1,25862 
1,27586 
1,29310 





SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. 


C 


1,24400 


1 ,26663 
1,28924 
1,31186 
1,33448 
1,35710 


1,37972 
1,40233 
1, 42495 
1,44757 
1,47019 


1,49281 
1,51542 
1,53804 
1 ,56066 
1,58328 


1 ,60590 
1,62851 
1,65113 
1 67375 
1 69637 


TABLE II. (Surre.) 











p= ttt 3rd à 3u+2 _3u'+1 
W— I ? ’ m'— 1 
’ , , 
Ka ORTH, _Juti yp SHA vet. 
u RP P—1 
w= 1,585. 
D F H K M 

1, 43173 0 , 58946 3, 58801 1,71215 2,34401 
1,41784 0,59072 3,65324 1,68819  2,38663 
1,40253 0,59248 3,71848 1,66226 2,42924 
1,3857 9  0,59478 3,78372 1,63436 2,47186 
1,36763 0,59767 3,84895 1,60449 2,51448 
1,34804 0,60119 3,91419 1,57266 2,55710 
1,32703 0,60538 3,97943 1,53886 2,59972 
1,30458 0,61029 4,04466 1,50310 2,64233 
1,28071 0,61597 4, 10990 1,46537 2,68495 
1,2554 2 0,62245 4,17514 1,42567 2,72757 
1,22871 0,62979 4 ,24038 1,38400 2,77019 
1,20057 0,63802 4,30561 1,34036 2,81281 
1,17100 0,64719  4,37085 1,29475 2.85542 
1, 14001 0,65734 4 ,43609 1,24718  2,89804 
1,10758 o,66852 4,50132  1,19764  2,94066 
1,07374 0,68077 4 ,56656 1,14614 2 ,983a8 
1,03847 0,69414 4 ,63180 1 ,09267 3 ,02590 
1,00177 0,70866  4,69703 1,03723  3,06851 
0,96365  o,72439  4,76227  0,9798a 3,11113 
0,92410 0,74137 4,82751 0,92044 3,15375 
0,88312 0,76964{  4,89274 0,85909 3,19637 


S.47 


a! 


0 ,94017 


0 , 95726 
0 97436 
0,99145 
1,00855 
1,02564 


1,04273 
1,05983 
1,07692 
1 ,09402 


P tre 


1, 12820 
1,14530 
1,16239 
1,17949 
1,19658 


1 23367 
1,23077 
1 ,24786 
1,26496 
1,28205 


S.48 





p' ? 
na fed, 
pe 
o C 

0,55 1,24182 
0,56 1,26440 
0,57 1,28698 
0,58  1,30955 
0,59 1,33213 
0,60 1,35471 
0,61 1,37729 
0,62 1,39987 
0,63 1,42245 
0,64 1,44503 
0,65 1,46761 
0,66 1,4g019 
0,67 1,51277 
0,68 1,53534 
0,69 1,55792 
0,7 1,58050 
0,71  1,60308 
0,72 1,62566 
0.73 1,64824 
0,74 1,6708a 
0,75 1,69340 


ADOLPHE MARTIN. 


TABLE II. (Surre.) 


p=41#+4 ap! 2 Ft 
P pl 
= 6m +4 OD — 3EHT ua 
B RI 
w = I ‚590. 
D F H 
1,44051 0 59178 3 ,58365 
1,42703 0 ,59292 3, 64880 
1,41213 0,59454 3,71396 
1,39581 0,59669 3,77912 
1,37808 0,59942 3,84428 
1,35893  0,60275 3,90943 
1,33835 0,606755  3,97459 
1,31637 0,61144  4,03975 
1,29297  0,61689 4 ,10490 
1,26815 0,62312 4,17006 
1,24191 0,63018 4 ,23522 
1,21426 0,63813 4 ,30037 
1,18519 0,64699  4,36553 
1,15470 0,65681 4 ,43069 
1,12280 0,66764 4 ,49585 
1,08948 0,67952 4,56100 
1 ,05474 0 ,69250 4, 62616 
1,01859 0,70662  4,69132 
0,98101 0,72192  4,75647 
0,94203  0,73844 4,82163 
0,90162 0,75623 4,88679 











_3e+t , 
U 
“@ 
@, a = —; 3 
m'—1 
K M 

. 1,72353)0  2,3418a 
1,70190 2,38440 
1 ,67655 2,42698 
1,64924 2,46956 
1,61998  2,51214 
1,58856 2,55471 
.1,55559  2,59730 
1,52046  2,53988 
1,48337 2,68246 
1,44432 2,72503 
1,40332 2,7676: 
1 ,36037 2,81019 
1,31545 2,85277 
1,26858 2,89535 
1,21975  2,93792 
1,16897 2,98050 
1,51624 3,02308 
1,06155  3,06566 
1 ,00490 3 ,10824 
1,94630 3,1508a 
1,88574  3,19340 


a 


0 ,93220 


0 ,94915 
0 ,96610 
0 ,98305 
I ,00000 


1 01693 


1,03390 
1 ,05085 
1 ,06779 
1 ,08474 
1, 10169 


1,1 1864 
1,13559 
1,1525$ 
1 , 16949 
1, 18644 


1 20339 
I 22034 
1,23729 
1,25423 
1,27118 














S.7 


SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. S.49 
TABLE II. (Surre.) 
pi 2 p = 4e# +4, 2H! » Fe 3e+2, _ Spit ot „A p”? 
eo” ry B-I + ro Cane 
gu+i, Ka Ohh, _ 3641 ya 3 +2 a! = — ) 
7 a R pit 
w — I ,295. 

C D F H K M a! 
1,23965 1, 44910 0,59411 3,57931 1,73820  2,33965 0,924 37 
1,26219 1,43601 0,59513 3,64439 1,71536 2,38219 0,94117 
1,28473 1,42151  0,59663 3,7096  1,6g057 2,42473  0,95798 
1,30727 1,40561 0,59863  3,77454  1,66383 2,46727  0,97479 
1,32981 1,38830  o,60120 3,83962 1,63515 2,50981 0,99160 
1,35235 1,36957 0,60436 3, 90470 1 60453 2,55235 1 ,00840 
1,37489 1,34944  0,60816  3,96978 1,57197 2,59489 1,02521 
1,39743 | 1,32791 0,61265 4,03486 1,53746 2,63743 1,04202 | 
1,41997 1,30496  0,61787  4,09993 1,50100 2,67997 1,05882 
1,44250 1,28060 0,62386 4,16501 1,46260 2,72250 1,07563 
1,46505 1,25484 0,63067 4,23009 1,42226 2,76505 1,09244 
1,48758 1,22:67 0,63833 4,29517 1,37997 2,80758 1,10924 
1,51013  1,19909 0, 64690 4,36025 1,33574 2,85012 1,12605 
1,53266 1,16910 0 ,65641 4, 42533 1, 28956 2, 89266 1, 14286 
1,55521 1,13770 0,66690 4,49041 1,241 44 2,93520 1,15966 
1,57774 1,10489 0,67843  4,55548  1,19136  2,97774  1,17647 
1,60028  1,07068 0,69103  4,62056 1,13935 3,02028 1,19328 
1,62282 1,03506 0,70474 4,68564 1,08540 3,06282 1,21008 
1,64536  1,99803 0,71962 4,75072  1,02950  3,10536  1,22689 
1,66789 1,95959 0,73569  4,81580 0,97166  3,14790  1,24370 
1,69044 1,91974 o,74301 4,88088 o,91187 3,19044 1 ,26050 





S.50 ADOLPHE “MARTIN. ' 
TABLE II. (Suite.) 
cute, pat met, pa eee pre ot be 
p, pe p (Hi 
H su'+ 4 K Guid _ et 2 M 3842 f=, 
2 p em p pit 
np! = 1,600. 

w C D F H K M 
0,55 1,23750 1,45750  0,59644 3,57500 1,7508  2,33750 
0,56 1,26000  1,44480 0,59735 3,64000 1,72854 2,38000 
0,57 1,28250 1,43070 0,59872 3,70500 1,70430 2,42250 
0,58 1,30500 1,41520 0,60059  3,77000 1,67814  2,46500 
0,59 1,32750 1,39830  0,60300 3,83500 1,65004 2,50750 
0,60 1,35000 1,38000  0,60600  3,g0000 1,62000  2,55000 
0,61 1,37250 1,36030 0, 60962 3 ,96500 1 , 58804 2, 59250 
0,62 1,39500 1,33920 0, 61391 4 ,03000 1,55414 2,63500 
0,63 1,41750 1,31670 0,61892 4 ,09500 1,51830 2,67750 
0,64 1,44000 1,29280  0,62467 4 ,16000 1,48054 2,72000 
0,65 1,46250 1,26750 0,63122 4 ,22500 1,44084 2,76250 
0,66 1,48500 1,24080 0,63861 4 29000 1,39920  2,80500 
0,67 1,50750 1,21270 0,64689  4,35500 1,35564  2,84750 
0,68 1,53000 1,18320 0,65619  4,42000 1,31014 2, 89000 
0,69 1,55250 1,15230  0,66626 4,48500 1,26270 2,93250 
0,70 1,57500 1,12000 0,67744 4 ,55000 1,21334 2,97500 
0,71 1,59750 1,08630  0,68967  4,61500 1,16204 3,01750 
0,72 1,62000 1,05120  0,70300 4 , 68000 1,10880  3,06000 
0,73 1,64250 1,01470 0,71747 4,74500 1,05364 3,10250 
0,74 1,66500 0,97680 0,73312  4,81000 0,99654  3,14500 
0,75 1,68750 0,93750 0,75000  4,87500 0,93750  3,18750 


% 
er 


I , 10000 
1,11666 
1, 13333 
1 ,15000 
1, 16666 


I , 18333 
1 ,20000 
1,21666 
1,23333 
1,25000 


SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. 


C 


1,23536 


1,25782 
1 28028 
1, 30274 
1, 32520 
1, 34766 


1,37012 
1, 39258 
1,41505 
1,43751 
1,45997 


1,48243 
1,50489 
1,52735 
1,54981 
1,57227 


1,59473 
1,61719 
1,63966 
1.66212 
1,68458 


+ 


a" 


FL 


TABLE II. (Surre.) 








pa iets, aes p_3r+2, Spt 
B B—I p p—1 
, I ‘ 
qa Oh, Se tr, wu, 
B a p—1 
w = 1,605. 

D F H K M 
1,46572  0,59878 3,57072 1,76322  2,33536 
1,45340 0,59959 3,63564 1,74145 237782 
1,43969 0,60084 3,70056 1,71776  2,42028 
1,42458  0,60257 3,76548 1,69215 2,46274 
1,40809 0,60484 3 , 83041 1,66462 2,50520 
1,39020  o,60767 3,89533 1,63517 2,54766 
1,37092 o,61111  3,96025 1,60379  2,5go12 
1,35026  o,615a1 4,02517 1,57049 2,63258 
1,32819 0,62000 4,09009 1,53527  2,67505 
1,30474  0,62553 4,15502 1,49812  2,71751 
1,27990  0,63185  4,21994  1,45905  2,75997 
1,25366 0,63898  4,28486 1,41806 2,80243 
1,22603 0,64697 4,34978 1,37515 2,84489 
1,19701 0,65588 4,41470 1,33031 2,88735 
1,16660  0,66573 4,47963 1,28356 2,92981 

1, 13480 0 ,67658 § 54455 I 23488 2,97227 
1, 10160 0,68846  4,60947 1,18428 3,01473 
1 ,06701 0,70141 4,67439 1,13175  3,05319 
1,03103 0,7159 4,7391 1,07731 3,09966 
0,99367 0,73072 4,80424 1,02094 3,14312 
0,95490 0,74716  4,86916 1,96265 3,18458 


pP 


13 


S.7. 


S.5ı 


2, ES 
@ ren 


7 
0,90909 


0,92562 
0,94215 
0,95868 
0,97520 
0,99173 


1,00826 
1,02479 
1,04132 
1,05785 
1,07438 


1,0909g1 
1,10744 
1,12396 
1,14049 
1,15702 


1,17355 
1,19008 
1,2066 1 
1,22314 


1,23967 


S.52 





_@+2 
pe! ? 
= +4, 
BR 

) C 
0,55 1,23323 
0,56 1,25565 
0,57 1,27807 
0,58 1,30050 
0,59 1,32292 
0,60 1,34534 
0,61 1 ,36776 
0,62 1,3g019 
0,63 1,41261 
0,64 1,43503 
0,65 1,45745 
0,66 1,47987 
0,67 1,50230 
0,68 1,52472 
0,69 1,54714 
0,70  1,56957 
0,71 1,59199 
0,72 1,61441 
0,73 1,63683 
0,74 1,65926 
0,75 1,68168 





ADOLPHE MARTIN. 


TABLE II. (Surte.) 








pa 2e+2,_ Se+T 
pi—t 


pa ied, Oe I 
P p—1 pP 
Ka OH +4, Set M = a w= 
p k—1 P 
/ 
uw = 1,610. 

D F H K 
1,47375 0,60111 3, 56646 1,77536 
1,46181 0,60182 3,63130 1,75411 
1 ,44848 0 ,60296 3 69615 1 ,73096 
1,43377 0,60457  3,76099  1,70589 
1,41767  0,60669  3,82584 1,67892 
1,40019 0,60937 3 ,89068 1 ,65003 
1, 38132 0, 61264 3,95552 1,61922 
1,36108 0,61655 4 ,02037 1,58651 
1,33945 0,62115 4,08521 1,55189 
1,31643 0,62646 4, 15006 1, 51536 
I 29203 o ,63253 4 ,21490 1 ,47691 
1, 26625 0 63942 4 ,27975 1, 43655 
1,23g09 0,64714  4,34459  1,39428 
1,21054 0 ,65576 4,40944 . 1,35010 
1,18061 o ,66531 4 , 47428 1, 30401 
1,14929  0,67583 4,53912 1,25601 
1,11659 0 ,68736 4,60397 1,20610 
1,08250 0 ,69996 4,6688 1 1,15427 
1,04704 0,71364 4,73366 1,10053 
1,01019 0,72847  4,79850 1,04488 
097195 0,74448 4,86335  1,9873a 





M 


2,33323 


2 ,37565 
a, 41807 
2, 46049 
2, 50292 
2 ,54534 


2,58776 
2,63018 
2,67260 
2,71503 
2,75745 


2, 79987 
2,84229 
2,88471 
2,92714 
2 ,96956 


3,01198 
3,05440 
3 ,09682 
3,13925 
3,18167 


! 
a 


0,9016/ 


0,91803 
0,93442 
0 ,95082 
0,96721 
0, 98361 


1 ,00000 
1,01639 
1,03279 


1 ,04918 
1 ,06557 


1 ,08197 
1 ,09836 
1,11475 
1,13115 
1,14754 


1,16393 
1,18033 


1, 19672 


1,21311 
I 22951 


SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. S.53 


TABLE II. (Surte.) 


? ! ' ' ? 12 
u'+ 2 +; au+1 3u’+2 3u'+1: m 





’ , ’ / % 
Ha fed, Kafe +4, St: ; M = e+? ‚ & 








u Le p'—ı ’ ? 0, set 
w = 1,615. 


oo C D F H K M a 


0,55  1,231117 1,48162 0,60345 3,56223 1,78725 2,33111 0,89431 


0,56 1,25350 1,47004 0,60406 3,62699 1,76653 2,37350 0,91057 
0,57 1,27588 1,45708 0,60509 3,69176 1,74390 2,41588 0,92683 
0,58 1,29826 1,44276 0,60658 3,75653 1,71937 2,45826 0,94309 
0,59 1,32065  1,42705 0,60857 3,82130 1,69294 2,50065 0,95935 
0,60 1,34303 1,40997 0,61110 3,88607 1 ,66461 2,54303 0,97561 


0,61 1,36541 1,39151 0,6141 3,95083 1,63438 2,58542 0,99187 
0,62 1,38780 1,37168 0,61794 4,01560 1,60225 2,62780 1,00813 
0,63 1,41018 1,35047 0,62233 4 ,08037 1, 568a1 2,67018 1,02439 
0,64 1,43256  1,32788 0,62744 4,14513 1,53228 2,71257 1,04065 
0,65 1,45495 1,30393 0,633ag  4,20990 1,49444 2,75495 1 ,05691 


0,66 1,47733  1,27859 0,63993 4,27467 1,45471 2,79734 1,07317 
0,67 1,49971 1,25188 0,64739 4,33944 1,41307 2,83972 1,08943 
0,68  1,52210 1,22379 0,65573 § ,40420 1, 36953 2, 88210 1,10569 
0,69 1,54448 1,19433  0,66499 4, 46897 1,32409 2, 9244g 1,12195 
0,70 1,56686 = 1,16349 0,67519 4,53374 1,27675 2,96687 1,1382 1 


0,71 1,58925  1,13128 0,68640 4,59851 1,22752 3,00926 1,15447 
0,72 1,61163 1,09769  0,69864  4,66327 1,17638 3,05164 1,17073 
0,73 1,63401 1,06273 0,71195  4,72804 1,12334 3,09402 1, 18699 
0,74 1,65640 1,02639 0, 72639 4,79281 1,06840 3,23641 1,20325 
0,75 1,67878 0,98868 0,74199 4,85758 1,01155 3,17879 1,21951 


Yi 
° 





ADOLPHE MARTIN. 


TABLE II. (Surre.) 








= ET», p= TER er, pa det? Set, Er, 











p p pt (en)? 
Merk, pee ts, tt, wu 
P (as A—1 pP 3 
pe = 1,620. 

C D F H K M a’ 
1,22901 1,48931 0,60578 3,55802 1,79891 2,32901 0,88710 
1,25135 1,47809 0,6063 1 3,62271 1,7769  2,37135 0,90323 
1,27370 1,4655ı 0,60723 3,6874 1 1,75658 2,41370 0,91936 
1,29605 1,45156 0,60860 3,75210 1,73258  2,45605 0 93548 
1,31839 1,43623 0, 61046 3, 81679 1,70669 2,49839 0,9163 
1,34074 1,41954 0,61285 3,88148 1,67891 2,54074  0,96774 
1,36308 1,40149 0,61580 3,94617 1,64924 2, 58308 0 ,98387 
1,38543 1,38206 0,61936 4,01086 1,61767 2,62543 1 ,00000 
1,40778 1,36127 0 , 62357 4,07555 1,58422 2,66778 1,01613 
1,43012  1,33911 0,62847 4,14250 1,54887 2,71012 1,03226 
1,45247 1,31558 0,63410 4 ,20494 1,51164 2,75247 1,04839 
1,47481 1,29069  0,64050  4,26963 1,47251 2,79481  1,06451 
1,49716 1,26442 0,64772 4,3343a  ‘1,43150 3,83716 1 ,08064 
1,51950 1,23679 0,65579 4, 39901 1,38860  2,87951 1 ,09677 
1,54185 1,20779 0,66476 4,46370 1,34380 2,92185 1,11290 
1,56419 1,17742 0,67466 4,52839 1,29711! 2,96420 1,12903 
1,58654 1,14569 0,68554 4,59308 1,24854 3,00654 1,14516 
1,60888 1,11259  0,69743 4,65778 1,19807 3,04889 1,16129 
1,63122 1,07812 0,71099  4,72247 1,14572 3,09124 1,1774a 
1,65357  1,04228 0,72445 4,78716 1,09147 3,13358 1,19355 
1,67592  1,00507  0,73964 4,85185 1,03533  3,17593 1,20968 


SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. 





C 
1,22692 


1,24923 
1,27153 
1,29384 
1,31615 
1, 33846 


1,36077 
1,38307 
1,40538 
1,42769 
1 ,45000 


1,47231 
1,49461 
1,51692 
1,53923 
1, 56154 


1, 58385 
1, 60615 
1 ,62846 
1 65077 
1,67308 


D 
1, 49684 


1,48598 
1,47375 
1,46017 
1,44522 
1,42892 


1,41126 
1,39223 
1, 37185 
1,35010 
1 , 32700 


1, 30253 
1,27671 
1, 24952 
1, 22098 
1, 19107 


1, 15981 
1,12718 
1,09320 
1,05785 
1,02115 





TABLE II. (Suıte.) 


pitié, 2H, F 


p—1 
3u'+ 1 

— 

uw = 1,625 

F H 
0,60812  3,55384 
0,60855 3,61846 
0,60938  3,68307 
0,61064  3,74769 
0,61237 3,81230 
0,61462 3,87 
0,61742  3,94154 
0,62081 4,00615 
0,62484  4,07077 
0,62954  4,13538 
0,63496 4 ,20000 
0,64114 4,26461 
0,64811 4,32923 
0,65592  4,39384 
0,66461 4,45846 
0,67422 4,52307 
0,68478  4,58769 
0,69635  4,65231 
0,70896  4,71692 
0,72264  4,78154 
0,73745  4,84615 


3u+2 
(73 


K 


1,81034 


1,79062 
1,76901 
1,74553 
1,72016 


1,69292 


1,66380 
1,63279 
1, 59991 
1,56514 
1,52850 


1,48998 
1,44957 
1,40729 
1,36312 
1, 31708 


1 26916 
1 21935 
1, 16767 
1, 11410 
1 ,05866 


3u'+1 
— Ê a? + D 0°, 
pt (u'—1) 





M 


2,32692 


2,36923 
2,41153 
2,45384 
2,49615 
2,53846 


2,58077 
2,62307 


2,66538 : 


2,70769 
2,75000 


2,79231 
2,83461 
2,87692 
2,91923 
2,96154 


3,00385 
3,04615 
3 ,08846 
3, 13077 
3,17308 


13 


S.55 


2° 


0 , 88000 


0, 89600 
0,91200 
0,92800 
0 ,94400 
0, 96000 


0 ,9760u 
0,99200 
1,00800 
1,02400 


I ,0 4000 


1 ,05600 
1 ,07200 
1, 08800 
1, 10400 
1, 12000 


1,13600 
1,15200 
1, 16800 
1,18400 
1 ,20000 


S.56 








C 


1,22485 


1,24712 
1,27939 
1,29166 
1,31393 


1,33620 


1,35847 
1,36074 
1,40301 
1,42528 
1,44755 


1 ,46982 
1 ,49208 
1,51435 
1 ,53662 
1,55889 


1,58116 
1,60343 
1,62570 
1 64797 
1 ,67024 


D 


1 50422 


1 , 49369 
1 ,48182 
1 ,46860 
1,45403 
1,43810 


1,42082 
1,40219 
1,38221 
1,36087 
1,33818 


1,31414 
1,28875 
1 ,26200 
1,23390 
1,20445 


1,17365 
1,14150 
1, 10799 
1 07313 
1 ,03692 


ADOLPHE MARTIN. 


TABLE IT. (Suire.) 














M 


2,32484 


2,36711 
2,40938 
2,45165 


2 ,49392 
2,536:19 


2,57846 
2,62073 
2 ,66300 
2 ,70527 
2,74754 


2,78981 
2,83208 
2,87435 
2,91662 
2,95889 


3,00116 
3,04343 
3,08570 
3,12797 


QU'HI ; F 3u'+2 pit 
77 » r= m Tm 

R—1 B— 
IH | ed de 

W—ı 

w = 1,630. 

F H K 
0 ,61044 3 ,54969 1,82156 
0,61080 3,61423 1,80232 
0,61153 3,67877 1,78122 
0,61269 3,7433 1,75824 
0 ,61430 3 ,80785 1 ,73339 
0,6164 1 3,87239 1,70668 
0,61906  3,93693 1,67809 
o ,62230 4,00147 1,64764 
0,62615 4 ,o6601 1 ,61531 
0,63066  4,13055 1,58112 
o ,63588 4 ,19509 1 54505 
o ,64183 4 ,25963 1,50712 
0,64857 4,32417 1 ,46731 
0,65613 = 4, 38871 1,42564 
0,66455  4,45325 1,38209 
0,67387 4,51779 1 ,33668 
0,68413  4,58233 1,28940 
0,69537  4,64687  1,24024 
0,70764  4,71141  1,18922 
0,72097  4,77595  1,13633 
0,73540 4,84049 1,08156 


3,17024 


a’ 


o 87301 


0 , 88889 
0 ,90476 
0 ,92063 


. 0,9364 1 


0,95238 


0,96825 
0,98$13 
I ‚00000 
1,01587 
1,03574 


1 ,04762 
1 ,06349 
1 ,07936 
1 ,09524 


1, Kut 


1, 12698 
1, 14286 
1, 15873 
1, 17460 
1, 19047 


SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. 





C 


1,22278 


1,24501 
1,26724 
1,28948 
1,31171 
1,33394 


1,35617 
1,37841 
1,40064 
1,42287 
1,44510 


1,46734 
1, 48957 
1,51180 
1 53403 
1 55627 


1 ,57850 
1 60073 
1 ,62296 
1 ,64520 
1 ,66743 


1,51143 


1,50125 
1,48973 
1,47687 
1,46265 
1,44710 


1,43020 
1,41195 
1 ,39236 
1,37142 
1,34914 


1,32552 
1,30055 
1,27424 
1,24658 
1,21757 


1,18722 
1,15553 
1,12249 
1,08811 
1,05238 


TABLE II. (Suıre.) 








2B +I F— Spa, Spel. 

p'— 1 p— 1 

‘ ! 

Spit . IE +2, =, 

@—ı pt 

ul = 1,635 

F H K M 
o ,61277 3 54556 1 83255 2,32278 
0,61305 3,61003 1,81379 2,36501 
0,61369 3,67449 1,79318 2,40724 
0,61474 3,73896 1,77070  2,44947 
0,61624 3,80342 1,74637 2,49171 
0,61822 3,86789 1,72017 2,53394 
0,62073 3,93235 1,69212 2,57617 
o , 62381 3,99682 1, 66221 2,61841 
0,62750  4,06128 1 ,63043 2 ,66064 
0,63183 4,12574 1 ,59680 2 ,70287 
0,63685 4,1902! 1 56130 2,74510 
0 ,64259 4,25467 1,52395 2,78734 
0 ,64910 4 31914 1 ,48473 2 ,82957 
0,6564 1 4 ,38360 1, 44366 2,87180 
0,66457 4 ,44807 1 ,40072 2,91403 
0,67361 4,51253 1,35593 2,95627 
0,68358 4,57700 1,30927 2,99850 
0,69451 4,64146 1,16076  3,04073 
0,70645 4,70593 1,21038 3 ,08296 
0,71943 4,77039 1,15815 3,12520 
0,73349 4,83486 1,10406 3,16743 


S.6 


+ 


S.57 


3 


’ 
A 


oO , 86614 


0 , 88189 
v 89764 
0 ,91338 
0,92913 
0,94 488 


0 ,96063 
0,97638 
0 ,99212 
1 ,00787 


1 ,02362 


1 ,03937 
1,05512 
1,07086 
1,0866 ı 
1,10236 


1, 11811 
1,13386 
1,14960 
1,1653) 
1,18t10 


S.58 ADOLPHE MARTIN. 


TABLE II. (Su:te.) 














c-k+2, ri, ee 2 FE 3p' +2, _Iet! 2 p'3 R 
u’ ? u' pb — 1 ue pe — I (u'— 1)? 9 
n-i#+4, gré, Set mt, ae, 
ei pl pl 
w = 1,640. 

n) C D F H K M a’ 
0,55 1,22073 1,51849 0,61509 3,54146 1,84334 2,32073 0 ,85937 
0,56 1,24292 1,50865 0,61529 3,60585 1 ,82505 2,36292 0 ,87500 
0,57 1,26512 1,49747 0,61585 3,67024 1,80492 2,40512 0,89062 
0,58 1,28731 1,48496 0,61680 3,73463 1,78293 2,44731 0 ,90625 
0,59 1,30951 1,47110 0,61819 3,79902 1,75910 2,48951 0,92187 
0,60 1,33170 1,45591 0,62005 3,8634 1 1,73362 2,53171 0,93750 
0,61 1,35390 1,43939 0,62242 3,92780 1,70589 2,57390 0,95312 
0,62 1,37609 1,42152 0,62535  3,99220 1,67650  2,61610 0,96875 
0,63 1,39829 1,40232 0,62887 4 ,05659 1,64527  2,65829 0 ,98437 
0,64 1,42048 1,38178 0 ,63303 4,12098 1 61218 2, 70049 I ,00000 
0,65 1,44268 1,35990 0,63786 4,18537 1, 57725 2,74268 1,01562 
0,66 1,46487 1,33668 0,64339 4 ,24976 1,54046 2,78488 1,03125 
0,67 1,48707 1,31213 0,64968 4,31415 1,50183 2,82707 1 ,04687 
0,68 1,50926 1,28624 0,65676  4,37854 1,46134 ‘2,86927 1 ,06250 
0,69 1,53146 1,25g01 0,66466 4 ,44293 1, 41901 2,91146 1,07812 
0,70 1,55366  1,23044 0,67343 4,50732 1,37481 2,95366 1,09375 
0,91 1,57585 1,20054 0,68311 4,57171 1,32879  2,99585 1,10937 
0,72 1,59805 1,16930 0,69374 4 ,63610 1,28090 3,03805 1,12500 
0,73 1,62024  1,13672  0,70536  4,70049 1,23119  3,08024 1, 14062 
0,74 1,64244 1,10280 0,71800 4,76488 1,17958  3,12944  1,15625 
0,75 1,66463 1,06755 0,73171 4,82927 1,12615 3,16463 1,19187 








SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. 


cab a, 
p 

ya fed, 
p' ? 

o C 
0,55 1,21667 
0,56 1,23879 
0,57 1,26091 
0,58 1,28303 
0,59 1,30515 
0,60 1,32727 
0,61 1,34939 
0,62 1,37151 
0,63 1,39364 
0,64 1,41576 
0,65 1,43788 
0,66 1,46000 
0,67 1,4821a 
0,68 1,50424 
0,69 1,52636 
0,70 1,54848 
0,71 1,97060 
0,72  1,59272 
0,73 1,61484 
0,74 1,63697 
0,75 1,65g909 


pP 


K= “ETA. 


D 


1,53218 


1,52299 
1,51248 
1,50064 
1,48748 
1,47300 


1,45720 
1 ,44007 
1,42161 
1,40184 
1,38075 


1,35834 
1,33459 
1,30953 
1,28314 
1,25543 


1,22639 
1,19604 
1,16436 
1,12135 


1,09703 


TABLE II. (Suire.) 


! ’ 
p= 4#+4,_ aut ta 


IE Ts M— e+ 

W— ı 

uw = 1,650. 

F H 
0,61971 3,53333 
0,61977  3,59757 
0,62017 3,66182 
0 ,62093 3,72606 
0,62211 3,79030 
0 ,62375 3,85454 
0,62586 3,91878 
0,62851 3,98303 
0,63172  4,04727 
0,63554 4,115 
0 ,64000 4,17575 
0,64514 4 ,24000 
0,65101 4,30424 
0,65763 4,36848 
0,66506 4,43272 
0,67332 4 ,49697 
0 ,68245 4,56121 
0,69250 4,62545 
0,70350  4,68970 
0,71550  4,75394 
0,72852 4,81818 


? 


Fa 3h +?, 


+2 





_ Spit Re 
wW— 1 
@ 
œ, a = — 9 
pi— 1 
K M 
1,86429 2,31666 
1 84693 2,35878 
1,82773 2 ,40090 
1 ,80671 2, 44303 
1,78385 2,48515 
1,75916  2,52727 
1 ,73264 2, 56939 
1,70429 2,61151 
1,67411 2,65363 
1,64210 2,69575 
1,60826  2,73788 
1,57259  2,78000 
153508 2,82212 
1,49575  2,86424 
1,45459  2,90636 
1,41159 2,94848 
1,36676  2,99060 
1,32011 3,03273 
1,27162 3,07485 
1,22130 3,11697 
1,16914  3,15909 


S.59 


oO, 


('— 1)? 


a’ 


0,84615 


0,86154 
0,87692 
0,89231 
0 ,90769 
0,92307 


0,93846 
0,95384 
0,96923 
0,98461 
1 ,00000 


1,01538 
1,03077 
1,04615 
1,06154 
1,07692 


1,09231 
1,10769 
1,12308 
1,13846 
1,15384 


S.8. 


S.60 


ADOLPHE MARTIN. 


TABLE M. 


p = r’, système de Clairaut. 


2Â a 


Kur) 1 
BR p—1 


9 , 33333 
9, 31116 
9 , 28907 
9, 26708 
9,24519 
9,22338 
9,20166 
9,18004 
9,1585 1 
9,13706 
9, 11570 
9,09443 
9,07325 
9,05215 
9,03114 
9,01022 
8,98939 
8,96863 
8,94796 
8,92738 
8,90688 
8,88646 
8,86613 
8,84588 
8,82571 
8 ‚80562 
8,78561 
8,76568 
8,74584 
8,72607 
8,70638 
8 ,68676 
8 66723 
8 64777 
8 , 62839 
8 ,60908 
8 58986 
8, 57071 
8, 55163 
8 53263 
8 51371 


A x? 


pi? 1 
nm (p—1)? 


9 , 33333 
9,29257 
9,25206 
9,21181 
9,17181 
9,13206 
9,09255 
9,05329 
9,01428 
8,97550 
8,93696 
8,89866 
8 ,86060 
8 ,82276 
8,78516 
8,74779 
8,71064 
8,67373 
8,63703 
8 ,60056 
8 56431 
8 , 52828 
8 49246 
8 , 45686 
8, 42148 
8 , 38630 
8 , 35134 
8 , 31659 
8 , 28204 
824770 
8 21356 
8 ,17963 
8 , 14589 
8 , 11236 
8 ,07902 
8 04587 
8 01293 
7 ,98018 
794762 
7,91525 
7,88306 


Bz 


2u+1 1 
p—1 p—1 





16 ,00000 
15,94416 
15,88864 
15,83343 
15,77854 
15 ,72395 
15,66967 
15,61570 
15, 56203 
15, 50866 
15, 45559 
15, 40282 
15, 35034 
15,29816 
15,24626 
15,19465 
15,14332 
15,09228 
15,04151 
14,99103 
14,94083 
14,89090 
14,84124 
14,79185 
14,74273 
14,69388 
14 64529 
14 ,59696 
14,54890 
14,50109 
14 ,45354 
14, 40625 
14, 35921 
14,31242 
14, 26587 
14 ,21958 
14,17353 
14,12773 
14,08217 
14,03685 


13,99177 


r =p, Klügel et Littrow. 


2 r 
s=r=P 


1 
2-1) 
1 ,000000 
0,998004 
0,996016 
0,994036 
0,992064 
0,990099 
0,988143 
0,986194 
0,984252 
0,982318 
0,980392 
0,978474 
0,976563 
0,974659 
0,972763 
0,970874 
0,968992 
0,967118 
0,965251 
0 ,963391 
0, 961538 
0, 959693 
0,957854 
0,956023 
0,954198 
0,952381 
0,950570 
0,948767 
0,946970 
0,945180 
0,943396 
0,941620 


0,939850 
0,938086 


0,936330 | 


0934579 
0, 932836 
0, 931099 
0, 929368 
0,927644 
0 ,925926 


Ar—Br+E 


era 


3 


rt 


_ 2+! 

n—1 
3,33333 
3,32713 
3,32095 
3,31480 
3,30870 
3,30263 
3,29658 
3,29055 
3,28456 
3,27861 
3,27268 
3 , 26680 


* 3,26093 


325509 
3 ,24928 
3 24350 
3, 23775 
3, 23203 
3 ,22634 
3, 22068 
3,21505 
3,20944 
3,20386 
3, 19830 
3,19278 


"3,18728 


3,18182 
3,17637 
3,17095 
3, 16556 
3,16019 
3,15485 
3,14954 
3,14425 
3, 13899 
3,13375 
3,12853 
3,12335 
3, 11819 
3,11305 
3,10795 


+) 


SUR LA DÉTERMINATION DES COURBURES DES OBJECTIFS. 


TABLE IV. 
w? wo? 
0, 302500 0, 166375000 
0, 308025 0, 170953875 
0, 313600 0 , 175616000 
0, 319225 0 , 180362125 
0, 324900 0, 185193000 
0 , 330625 0, 190109375 
0, 336400 0, 195112000 
0, 342225 0, 200201625 
0,348100 0,205379000 
0,354025 0,210641875 
0 , 360000 0, 216000000 
0, 366025 o 221445125 
0, 372100 0 , 226981000 
0, 378225 0 , 232608375 
0 , 384400 0, 238328000 
0 , 390625 0, 244140625 
0 , 396900 0, 250047000 
0, 403225 0 , 256047875 
0, 409600 0 , 262144000 
0, 416025 0 , 268336125 
0 , 422500 0 , 274625000 
0, 429025 o 281011375 
0, 435600 0, 287496000 
0, 442225 0, 294079625 
0, 448900 0, 300763000 
0, 455625 0, 307546875 
0, 462400 0, 314432000 
0 , 469225 0, 321419125 
0, 476100 0 , 328509000 
0, 483025 0 , 335702375 
0, {90000 0 343000000 
0, 497025 0, 350402625 
0, 504100 0, 357911000 
0, 511225 0, 365525875 
0, 518400 0, 373248000 
0, 525625 0, 381078125 
0,532900 0,389017000 
0,540225 0,397065375 
0,547600 0,405224000 
0,555025 0,413493625 
0,562500 0,421875000 


| 
1— ® 





2,22222 
2,24719 
2,27272 
2,29885 
2,32558 
2,35294 
2,38095 
2, 40964 
2,43902 
2,46913 
2 ,50000 
2,53164 
2,56410 
2,59740 
2,63158 
2, 66666 
2,70270 
2,73973 
2577777 
2,81691 
2,85714 
2,89855 
2,94117 
2,98507 
3, 03030 
3,07692 
3,12500 
3,17460 
3, 22580 
3, 27869 
3 , 33333 
3 , 38982 
3,44832 
3, 50877 
3,57143 
3,63636 
3,70370 
3,77358 
3,84615 
3,92157 
4,00000 
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§ I. — Combinaisons formées sans condensation. 


1. Lorsque deux éléments, pris dans un état aussi voisin que pos- 
sible de celui de gaz parfait, se combinent sans condensation, la chaleur 
dégagée est indépendante de la température : c’est une constante que 
l’on peut appeler la chaleur atomique de combinaison. 

En effet, la variation de la chaleur de combinaison est exprimée, 
comme je l’ai dit ailleurs ('), par la différence U — V, U étant la cha- 
leur absorbée par les éléments pendant l'intervalle de température que 
l’on considère, et V étant la chaleur absorbée par le composé : chacune 
de ces quantités est égale au produit des chaleurs spécifiques des corps 
envisagés par l'intervalle de température, dans le cas où il n’y a pas de 
changement d'état. Or les expériences de M. Regnault ont établi que 
les gaz composés formés à volumes égaux et sans condensation (gaz 
chlorhydrique, bioxyde d'azote) possèdent une chaleur spécifique égale 
à celle des gaz simples, sous le même volume. Tous les gaz simples 
ayant en principe la même chaleur spécifique sous le même volume, 
il en résulte que la chaleur spécifique moléculaire des gaz composés 
formés sans condensation est égale à la somme de celles des gaz simples 


(') danales de Chimie et de Physique, 3° série, t. VI, p. 303. 
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qui les composent. Pour de tels gaz composés, on a dès lors à toute 
température U = V, c’est-à-dire que la variation de la chaleur de 
combinaison avec la temperature: U — V = o. 


2. Ces relations sont également vraies, que l’on opère à pression 
‘ constante ou à volume constant. La chaleur de combinaison pour les 
gaz parfaits formés sans condensation est donc indépendante de la 
pression, aussi bien que de la température. 


3. On peut admettre qu’il existe en principe des relations semblables 
pour toutes les réactions entre gaz simples ou composés, telles que /a 
somme des volumes demeure constante. Soit, par exemple, la formation 
des éthers 

C‘ Hs 0? + HCl = C' H: CI + H: 0”. 

En appelant c la chaleur spécifique rapportée au poids moléculaire, 

je tire des nombres de M. Regnault 


Ze = 20,8 + 6,7 = 27,5=U, 
3c= 17,7 + 8,6 = 26,3 = V, 


valeurs tres-voisines de l’egalite. 

Toutefois les chaleurs spécifiques des gaz composés étant généra- 
lement variables avec la température et la pression, et cela suivant des 
lois propres à chaque gaz, l'égalité précédente ne saurait être re- 
gardée que comme approximative. 

Examinons maintenant quels changements la combinaison apporte à 
ces trois données caractéristiques des gaz : la température, la pression 


et le volume. 


4. On appelle température de combustion d'un mélange gazeux la 
température que prendraient les gaz formés dans une réaction, si toute 
la chaleur dégagée était employée à les échauffer. Si deux gaz, voisins 
de l’état parfait, se combinent sans condensation, en dégageant une 
quantité de chaleur Q, l’excès de température T que prendra le système 
sera donné par la formule 

T= Q, 
C 


C étant la chaleur spécifique moléculaire du composé, évaluée entre la 
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température initiale et la température T. Soit, par exemple, l'union 
du chlore et de l’hydrogène; la réaction 


Cl + H = HCl 


dégage + 22°,000 ou 22000 calories. 
La chaleur moléculaire du gaz chlorhydrique à pression constante, 
rapportée au poids 368, 5, étant égale à 6, 8, on aura 


T = 3235° a pression constante. 


A volume constant, la chaleur moléculaire du gaz chlorhydrique 
étant égale 4 4,8: 
1 == 4166°. 


Si la température initiale était égale & zéro, 3235 degrés seraient 
donc en théorie la température acquise par les produits de la com- 
bustion opérée à pression constante : 4166 degrés, à volume constant. 

Si la température initiale est 2, les produits devront acquérir une 
température T + £, c'est-à-dire que la température initiale s'ajoute à 
la température de combustion théorique. | y aurait done avantage à 
échauffer à l'avance les gaz élémentaires, pour obtenir une tempéra- 
ture finale plus élevée. 


5. Dissociation. — Mais ces conclusions supposent que le composé 
puisse exister, sans éprouver aucune décomposition à la température 
de combustion indiquée par le calcul. Or il n’en est point ainsi, le gaz 
éprouvant en général, à cette température, une décomposition plus ou 
moins avancée. C'est la ce que M. H. Sainte-Claire Deville a désigné sous 
le nom de dissociation. A mesure que la température s’abaisse, les gaz 
élémentaires se recombinent; la proportion combinée s’accroit ainsi, 
pour ne devenir totale qu’à une température beaucoup plus basse. A une 
température donnée, la proportion combinée est, en général, d’autant 
plus grande que la pression est plus considérable. Les lois précises de 
ces variations ne sont pas encore bien connues. Nous y reviendrons. 
Nous nous bornerons à remarquer ici que la température réelle atteinte 
dans la formation d’un composé dépend évidemment de la proportion 
réellement combinée. La connaissance de cette température réelle est 


S.9 
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essentielle, lorsqu'on veut évaluer l’effet utile des flammes dans les 
applications (‘). 

Supposons que la chaleur de combinaison correspondant à la por- 
tion qui se combine soit constante et identique (pour un même poids 
de matière réellement combinée) avec la chaleur qui répond à la 
combinaison intégrale, hypothèse qui peut être admise pour les gaz 
composés formés sans condensation. Admettons, en outre, que cette 
portion représente une fraction # du poids total; alors on aura 


_ 7,2. 
T=he 


Observons que & pourrait être calculé par un simple problème de 
maximum, si l’on connaissait la relation générale qui existe entre cette 
quantité et la température 

k = f(t). 


Il est essentiel de faire remarquer encore que les phénomènes de 
dissociation ne changent pas l’effet utile des combustions dans une cir- 
constance donnée, toutes les fois qu’ils ne s’exercent qu’à une tempé- 
rature supérieure à celle à laquelle l'effet utile est produit 


6. Pression. — Supposons la réaction entre deux gaz élémentaires 
opérée à volume constant sans condensation, la température initiale 
étant zéro et la pression initiale H. Le mélange prendrait, si la combi- 
naison pouvait être intégrale, une température T,, 


_@ 
=e 


Q étant la chaleur dégagée et C, da chaleur moléculaire du composé à 
volume constant. 
Dès lors la pression deviendra 


(") Voir la Leçon faite par M. Debray devant la Société chimique de Paris en 1861, p. 62 
et 66; chez Hachette. 
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Soit pour la combinaison du chlore et de l'hydrogène, pris sous une 
pression initiale de ı atmosphère, 


P — 1621, 2, 


Mais c'est là une limite théorique, à cause des phénomènes de disso- 
ciation. 

Soit k la fraction réellement combinée, on aura, en supposant que 
la chaleur spécifique du gaz chlorhydrique soit constante, indépen- 
dante de la température et de la pression, et égale à celle de ses - 
éléments, 


expression qui permettra de calculer k et T, si P est determine par 
expérience, comme la chose peut se faire. Le problème de la dissocia- 
tion devient par là accessible à des expériences directes. 


7. Volume. — Supposons encore la réaction intégrale de deux gaz 
élémentaires unis sans condensation, la température initiale étant zéro 
et le volume initial V,. En opérant à pression constante, ce volume 


deviendra 
_ 1 Q 
V — V, ("+ 273 €) 


Soit, pour la combinaison du chlore et de l'hydrogène, 
V = V, X 12, 8. 


C'est encore là une limite théorique, à cause de la dissociation. 
La connaissance du volume réel, si elle pouvait être obtenue par 
expérience, permettrait d'évaluer la proportion réellement combinée. 


8. Nous allons appliquer ces principes généraux aux divers cas où 


l'on a mesuré la chaleur dégagée par la réaction des gaz simples, com- 
binés sans condensation. 


S.9. 
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Chaleur dégagée par la formation des gaz composés obtenus 
sans condensalion ('). 


Equivalent Chaleur dégagée. 
om — _ 
Eléments - composé gazeux Nombre Nombres donnés 
Noms, gazeux. Composé. (poids moléculaire). adopté. par divers auteurs. 

Acide chlorhydrique.. H + Cl HCl 36,5 [+ 22,0]Th.; -+23,8 F.S.;-+- 24,0 Ab. 

» bromhydrique.. H +-Br HBr 81 [-+ 13, 5]B.; + 14,3 F.S.; + 12,§Th. 

» iodhydrique.... H +1 HI 127 [—0,8]Th.B; +1,2F.S. 
Bioxvde d’azote...... Az +0?  AzO’ 30 [— 43,3] B. 


Ces nombres donnent lieu à diverses remarques. 

La chaleur de formation du bioxyde d’azote est la seule qui puisse 
être regardée en fait comme complétement indépendante de la tempé- 
rature, du moins entre zéro et 200 degrés, la chaleur moléculaire du 
bioxyde d'azote étant réellement égale à la somme de celle de ses élé- 
ments, d'après les expériences de M. Regnault faites entre ces limites. 

Mais il n’en est pas de même pour les hydracides; en effet, la cha- 
leur moléculaire du chlore et du brome gazeux, au moins jusque vers 
200 degrés, surpasse celle de l'hydrogène, étant égale à + 8,6 pour 
le chlore, Cl? = 718, et à + 8,8 pour le brome, Br? = 160%. Par 
suite, la variation de la chaleur de combinaison avec la température 
n'est pas nulle, mais égale à 


(4,3+ 3,4 —6,8= +.0,9) (T- t) 


pour l’acide chlorlıydrique. Les acides bromhydrique et iodhydrique 
doivent offrir une variation analogue, mais la chaleur moléculaire de 
ces gaz n’a pas été déterminée. Si cette variation conservait la même 
valeur jusqu’à 500 degrés, ce qui est admissible, la chaleur de forma- 
tion de ces trois gaz serait accrue de + 0,45: variation minime pour 
le gaz chlorhydrique, mais qui tend à rapprocher de zéro la chaleur 


(*) Les nombres ci-dessus ont été déduits des expériences, en tenant compte des chaleurs 
de fusion et de vaporisation du brome et de l’iode, aussi bien que de leurs chaleurs spéci- 
fiques, dans l’état solide et liquide. — Les noms des auteurs des expériences sont remplacés 
par les initiales suivantes : Ab =Abria; An = Andrews; B= Berthelot; D = Dulong; 
Dv = Deville; F=— Favre; Gr=Grassi; Hi = Hautefeuille; Hs — Hess; R = Regnault; 
S = Silbermann; Th = Thomsen; Tr = Troost. 
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de formation du gaz iodhydrique à 5oo degrés. A cette température, 
le dernier gaz est d’ailleurs en partie dissocié. 

Si j’insiste sur ces observations, c’est qu'elles vont trouver une ap- 
plication importante. 


9. Rapports multiples entre les quantites de chaleur dégagées. — On 
s’est demandé si les quantités de chaleur dégagées dans les réactions 
chimiques ne seraient pas des multiples d’une même unité, qui devrait 
se retrouver dans toutes les réactions; cette question, soulevée à l’oc- 
casion des expériences de Dulong sur les deux degrés d’oxydation de 
l’étain, a été depuis agitée par Hess, par MM. Favre et Silbermann, en 
dernier lieu par M. Thomsen. Aucun raisonnement, a priori, n’établit la 
probabilité d’une telle relation. C’est done une question purement 
empirique. Pour que la recherche de ces relations multiples ait quelque 
chance de succès, il est indispensable d'éliminer l'influence, variable 
d’un corps à l’autre, des changements d’états physiques, changements 
dont les effets s’ajoutent à ceux des changements purement chimiques. 
On y parvient en rapportant les réactions à l'état gazeux parfait, et 
en comparant des corps qui occupent tous le même volume gazeux, 
tant avant qu'après la réaction. Les trois hydracides dérivés des élé- 
ments halogènes remplissent très-bien ces conditions; en outre, ils 
appartiennent à une même famille chimique, ce qui rend la compa- 
raison plus étroite. 

Or la formation des trois hydracides gazeux, au moyen des éléments 
gazeux, dégage : 


Pour HCI................ + 22,0 
Pour HBr....... nouer + 13,5 
Pour Hl................. — 0,8 


Ces nombres ne sont pas les multiples d'une même unité; cependant 
on ne peut sempécher de remarquer qu’ils sont fort voisins des nom- 
bres o, 11 et 22, qui appartiennent tous les trois à la progression 11 n. 
Ce rapprochement est-il fortuit? ou bien les nombres observés s'y 
conformeraient-ils exactement, si l’on pouvait écarter toute cause per- 
turbatrice ? 

Poursuivons cette discussion. On peut se demander encore si la 
relation cherchée n’existerait pasentre les températures, ou les volumes, 
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ou les pressions des trois gaz au moment de leur formation; c’est-à-dire 
en supposant qu’ils conservent toute la chaleur dégagée par la réaction 
des éléments. Les changements de volume, par exemple, sont-ils régis 
dans ce cas par quelque loi analogue à celle qui a été observée lorsque 
les combinaisons gazeuses sont ramenées à la même température? 

On a, d’après les quantités de chaleurs dégagées : 


Températures Volumes Pressions 
à à à 
pression constante. pression constante. volume constant. 
0 atm 
Pour HCl. ...... + 3235 V, < 12,8 16,2 
Pour HBr....... + 1985 | Vex 8,3 11,3 
Pour HI........ — 118 V‚,x 0,6 0,4 


Les relations de proportionnalité sont plus éloignées d’être ainsi 
vérifiées que si l'on compare directement les quantités de chaleur; 
cependant les rapports demeurent assez simples, soit o : 2:3, pour les 
volumes comme pour les pressions. 


10. Entre les trois hydracides, il en est un qui paraît forme avec 
absorption de chaleur, du moins à la température ordinaire : c’est l’acide 
iodhydrique. Pour un tel corps, la chaleur de combinaison serait néga- 
tive, et il y aurait diminution de volume ou de pression lors de la 
combinaison des éléments. Mais il convient d'observer que cette com- 
binaison n’a pas lieu à la température ordinaire : elle s’effectue seule- 
ment vers le rouge sombre, et dans des conditions de dissociation, dont 
il est difficile d'évaluer avec précision l'influence sur la chaleur de 
combinaison. 

À fortiori, la formation directe du bioxyde d’azote, qui absorberait 
— 43,3 en donnant lieu à un abaissement théorique de — 6037 de- 
grés, est-elle impossible. 

11. Réactions diverses operees sans changement de volume. — Exa- 
minons encore quelques réactions entre les gaz, opérées à pression 
constante, sans changement de volume. 

1° Telles sont les substitutions entre le chlore, le brome, l’iode. Tous 
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les corps supposés gazeux, on aurait : 


HI +Cl=HCI+I......... + 23,9 
HI +Br=HBr-+]......... + 14,3 
HBr + Cl — HCI + Br... .... + 8,5 


Ces quantités ne changent guère avec la température initiale. 
Mais il en serait autrement si le volume des produits n’était pas égal 
à celui des composants, comme il arrive dans la réaction suivante : 


HCl + O = HO + Cl dégage..... + 7,1 


Les composants occupant ici 5 volumes et les produits 4 volumes, le 
travail extérieur développé pendant un changement de température 
ne serait plus le même si l’on opérait à des températures initiales dif- 
ferentes. Par suite, la chaleur dégagée par la réaction irait sans cesse 
en augmentant avec l'élévation de température, soit de + 0,1 environ 
pour chaque intervalle de 200 degrés. 

2° La substitution des corps halogenes à l'hydrogène dans les composes 
organiques s'opère également sans changement de volume : soit la syn- 
thèse de l’éther méthylchlorhydrique 


CH: + Cl = C'H?CI + HCl; 


mais il n'existe aucun cas de ce genre pour lequel nous possédions les 
données d’un calcul thermique complet. 
3° De même encore, la fixation de l’eau sur les acides anhydres mo- 


nobasiques 
Az O0: + HO= AzO'‘H; 


cétte réaction dégage, entre les corps liquides, + 5,3. Elle doit pro- 
duire une quantité de chaleur peu différente entre les corps gazeux; 
mais nous ne pouvons pas la préciser exactement, faute de savoir la 
chaleur de vaporisation de l'acide azotique. 

4° Citons également la substitution réciproque des hydracides dans 
les composés organiques, substitution qui s’opère si aisément: 


CH: CI + HI = CHI + HCI dégage environ... +1,5 


entre les corps gazeux. 
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5° La formation des éthers composés au moyen des acides et des 
alcools, soit l’éther acétique 


C'H'O? + C'HO'— CH‘ (CH O*) + WO", 


absorbe, tous les corps gazeux, — 6,6; 
Celle des éthers mixtes, soit l’éther ordinaire 


C‘H°07 + C'H‘O' = CH‘ (C H'O?) + H:O:, 


absorberait, tous les corps gazeux, — 3,6. 
6° La transformation des alcools en acides par oxydation, soit l'alcool 
méthylique en acide formique, a lieu aussi sans changement de vo- 
lume. Elle dégage 
GH'0? + Of = C'H'0: + H’?0?, 


tous les corps gazeux : + 93,3; 
De même, l’alcool ordinaire changé en acide acétique, tous les corps 
gazeux, 


CH°O? + Of = C'H‘O! + H?O? dégage... -+105,1. 
Dans toutes ces réactions, les quantités de chaleurs ne doivent guère 


varier avec la température, du moins entre les limites compatibles avec 
l'existence des corps réagissants et des produits. 


§ II. — Combinaisons gazeuses formées avec condensation. 


1. Voici les tableaux des quantités de chaleur dégagées par les 
combinaisons de cette nature; ces tableaux comprennent tous les cas 
observés : 


I. — Composés oxygénés de l'azote. 


Équivalent 
Éléments gazeux du composé Chaleur dégagée ou absorbée. 
gazeux. (poids moléculaire.) Chiffre adopté. 
Protoxyde d’azote..... a(Az+O) aAzZO = 22 Xx2a [— 9,0xa](F. et S.);(Th.) 
Bioxyde d’azote.......  Az+ 0? Az0*?= 30 [—43,3] (B.) 
Acide azoteux........ 2(AzZ+0?) aAz0'= 38 x2 [—32,8 x 2] (B.) 
Acide hypoazotique...  Az+0' AzO‘= 46 [— 24,3] (B.) 


Acide azotique ....... 2(AZ+0') 2AzO*= 54 x2 [-—22,3](B.) 
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Il. — Corps formés avec condensation, dans le rapport de 3 volumes 
à 2 volumes. 


Éléments Équivalent gazeux 


gazeux. du composé. 
Ozone. ......... 2(0+07) 20° = 24 xa 
Eau gazeuse..... 2(0+ H) aHO= 9 xa 


Hydrog. sulfuré.. 2(S + H) aHS= 17 xa 
Ac. hypochloreux. 2(0 +Cl) aClO= 43,5 xa 
Acide sulfureux... a(S +0?) 2SO?= 32 xa 


Ac. carbonique (*). 2(0 +CO) aCO?= 22 x2 


Chaleur dégagéc ou absorbée. 
— En" "nn BEE 


Chiffre adopté. 
[—14,8 <2] (B.) 
[+29,0 (] 


[+ 3,6>2](H.,Th.)(’) 
[— 8,3 > 2] ’ 
[+34 ,55]B. 


[+34,5xX 2]; 


Donnees des auteurs. 


+29.3(D., H.) 
+29,0(F. etS.);+29,2 (Gr.) 
+28,4(An.); +28,7 (Th.) 


— 9,0(Th.); — 7,6 (B.) 
+41,6(D); +31,1(Hs.) 
+ 36,9(An); +35,6(F.S.) 
+36,9(D.); -+33,6(F.S.) 
+33,0 (Gr); -+34,0 (An.) 
+-33,4(Th.); +34,25 (B.) 


III. — Corps composés formés avec condensation, dans le rapport 
de 2 volumes à 1 volume. 


Ammoniaque....... Az+-H* AzH? 


= 17 [+26,7] (Th.); + 22,7 (F.S.) 


Les données de ces tableaux fournissent les éléments convenables 


pour la discussion de nombreuses questions, les unes chimiques, les 
autres physiques, relatives à la formation des corps composés. Nous 
allons en signaler quelques-unes. 


2. Proportions multiples. — Soit d’abord la question fondamentale 
des proportions multiples. La série des cing combinaisons entre l’azote 
et l'oxygène, toutes combinaisons formées avec absorption de chaleur, 


RS Se NS 


(') On admet que la chaleur de vaporisation de l'eau à zéro est égale à 5,45 pour 9 grammes 
d’eau, d'après les données de M. Regnault. 

(?) On admet que la transformation du soufre solide en soufre gazeux absorbe — 1,3 pour 
S = 16"; d’après les données connues relatives aux chaleurs de fusion et de vaporisation de 
ce corps. 

(*) Le calcul a été fait pour la combustion de l'oxyde de carbone, l'état gazeux du carbone 
. ne pouvant être calculé. 
S.10 
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donne lieu aux rapprochements suivants : 


Az +O—AzO absorbe ... — 9,6 
AzO + O — AzO? » ... —34,3 
AzO?+ O = AzO* dégage .... +10,5 
AzO'+O—Az0t n ... + 8,5 
AzO‘+O0=AzO® »  .... + 2,0 


Les deux premiers composés sont formés, par voie indirecte, avec 
une absorption de chaleur croissante; comme s’il se constituait par la 
un groupement spécial ou radical, apte à former ensuite, par voie de 
combinaison directe, les autres composés. A partir du bioxyde d'azote, 
en effet, il y a dégagement de chaleur dans la formation directe de 
l'acide azoteux et de l’acide hypoazotique. 

Le caractère successif de ces deux formations, également directes, 
peut être établi par l’expérience (‘). La chaleur dégagée va en dimi- 
nuant : de l’acide azoteux à l'acide hypoazotique et à l’acide azotique, 
dernier composé qui ne peut être obtenu par fixation immédiate d’oxy- 
gène sur le composé précédent. 

Bien que sa formation ne réponde pas au dégagement maximum 
de chaleur, l'acide hypoazotique constitue le terme le plus stable de 
la série, du moins quant à l'aptitude à se décomposer par la chaleur : 
l’acide azoteux n’existant guère qu'à l’état dissocié, et l’acide azotique 
se décomposant de même sous l'influence d’une faible élévation de 
température, en formant de l’acide hypoazotique, mais sans donner 
lieu à une dissociation réversible. 

Le bioxyde d'azote est également moins stable que le protoxyde, qu'il 
reproduit d’abord, en même temps que l'acide hypoazotique, lorsqu'on 
le décompose soit par une température voisine de 500 degrés, soit par 
l’effluve électrique. 

Ce sont là des relations assez compliquées, qui montrent la difficulté 
d'établir une relation générale : soit entre la stabilité des corps et la 
chaleur dégagée dans leur formation, soit entre la proportion des élé- 
ments et celle de la chaleur dégagée. | 

Les autres combinaisons inscrites dans le tableau ne fournissent au- 
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') Annales de Chimie et de Physique, 5° série, t. VI, p. 193 et 194. 
) 
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cune nouvelle donnée, correspondante à la question des proportions 
multiples. Cependant voici quelques autres nombres relatifs à des corps 
gazeux, dont les éléments ne sont pas connus sous forme gazeuse, 
mais qui forment des composés gazeux en proportion multiple. 

Tels sont les hydrures de carbone: 

L’acétylène et l'hydrogène, 2(C?H + H), forment l’éthylène (C?H?)?, 
en dégageant. ...................... 4- 28%", 

L’ethylene et l’hydrogène, 2 (C?H? + H), forment le méthyle (C?H?)?, 
en dégageant une quantité de chaleur qui n’a pas été mesurée directe- 


ment, mais qui doit être voisine de. . . . . . . . . . . . . . + 18. 
Enfin le méthyle et l'hydrogène, 2(C°H° + H), produiraient le for- 
mène C*H", en dégageant. . . . . . 2... 2 . rennen + 8. 


On observe ici une progression décroissante des quantités de cha- 
leur, analogue à celle qui caractérise les oxydes de l'azote. 

Il y a également changement dans la condensation en passant du 
méthyle au formène, précisément comme en passant de l’acide azoteux 
à l'acide hypoazotique. 

Enfin, et cette remarque est capitale, les quatre hydrures de car- 
bone, acétylène, éthylène, méthyle et formène, se transforment réci- 
proquement les uns dans les autres à la température rouge, en formant 
des systèmes en équilibre; précisément comme le font le bioxyde 
d'azote, l’acide azoteux et l’acide hypoazotique, ceux-ci des la tempé- 
rature ordinaire. Les mêmes caractères généraux président à ces deux 
groupes de combinaisons formées en proportions multiples: rapproche- 
ment qui devient plus frappant encore, si l’on remarque que le terme 
fondamental dans la serie des hydrures de carbone, c’est-à-dire l’ace- 
tylène (C*H}?, est formé depuis les éléments avec absorption de chaleur 
(— 32,0), précisément comme le bioxyde d’azote (— 43,3). 

Voici encore deux groupes de composés formés en proportions mul- 
tiples, avec des dégagements de chaleur susceptibles d’être évalués. 

L’ethylene et l’eau gazeuse forment, en effet, suivant les propor- 
tions relatives, l'alcool gazeux, 


CH: -- H20:— CH: 0’, 


réaction qui dégage. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. + 16,9, 
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et l’éther gazeux, 
a CIE + 110? = CH (C'H*0?), 


réaction qui dégage. . . . . . . . . .. + 36,3; soit 16,9 + 19,4. 
Mais ces deux combinaisons ne peuvent être produites que par voie in- 
directe. 

De même, l’éthylène et l'oxygène forment successivement : l’alde- 
hyde gazeux, 

CH‘ + 0? = CH°O,, 

réaction qui dégage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. +48, 
et l’acide acétique gazeux 


CH + Of = C'H:O;, 


réaction qui dégage. . . . . . . . . . . . . + 118; soit 48 + 70. 
Ces deux combinaisons sont encore formées en proportions multiples. Le 
premier composé (aldéhyde) s’unit en effet directement à l'oxygène libre. 

Dans ces deux exemples, la chaleur dégagée n’est pas égale pour les 
deux proportions; mais elle va croissant du premier terme au second, 
contrairement à ce qui arrive pour les hydrures de carbone et les 
oxydes d'azote. 


3. Au lieu de comparer les proportions multiples, on pourrait cher- 
cher quelque relation numérique soit entre les composés d’une même 
famille, soit entre les composés formés avec une condensation pareille, 
soit encore entre les composés homologues. Mais les cas étudiés sont 
trop peu nombreux pour donner lieu à quelque observation générale : 
ni la comparaison entre l’hydrogène sulfuré et l’eau, ni celle des gaz 
formés dans le rapport de 3 volumes à 2 volumes ne manifeste de 
relation digne de quelque intérêt. 

Le seul cas remarquable est celui de l'ozone, corps obtenu par la 
condensation de 3 équivalents d'oxygène, réduits aux deux tiers de 
leur volume primitif. Malgré cette condensation, l’ozone est formé 
avec absorption de chaleur, précisément comme les oxydes de l'azote, 
avec lesquels il offre tant de ressemblance. Réciproquement, l'ozone, en 
oxydant les autres corps, dégage plus de chaleur que l’oxygène libre : 
excès thermique qui explique l'énergie plus grande manifestée par 
l'ozone dans ses réactions. 
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4. Tousles rapprochements de nombres que l’on pourrait faire entre 
les quantités de chaleur dégagées par la combinaison des gaz et leur 
composition chimique sont sujets à des réserves, qui tiennent aux pro- 
priétés physiques des gaz et qu’il importe de développer maintenant. 

En effet, pour que la chaleur dégagée par une réaction quelconque, 
opérée à volume constant et sur des gaz parfaits, fût une quantité inva- 
riable (chaleur atomique de combinaison), il faudrait admettre avec 
M. Clausius que la chaleur spécifique atomique de tous les gaz compo- 
ses, prise à volume constant et dans l’état parfait, est la somme des 
chaleurs spécifiques atomiques de leurs éléments. 

Malheureusement on ne connait aujourd’hui avec certitude la chaleur 
spécifique à volume constant de presque aucun gaz composé, qui soit 
comparable à un gaz parfait. Aucune expérience n’a été faite sur de 
tels gaz à des températures et sous des pressions différentes. 

Toutefois on ne peut être très-éloigné de la vérité, du moins pour les 
faibles pressions, en concluant leur chaleur spécifique moléculaire à 
volume constant de la chaleur spécifique moléculaire à pression con- 
stante : il suffit de regarder la différence de ces deux quantités comme 
équivalente au travail extérieur, c’est-à-dire comme égale à 1,03 ('). 


5. Ce que nous connaissons, ce sont les chaleurs spécifiques à pres- 
sion constante d’un certain nombre de gaz et de vapeurs, entre zéro et 
200 degrés. Mais, toutes les fois qu'il y a condensation dans la combi- 
naison opérée sous pression constante, le travail extérieur, produit par 
une variation quelconque de température, n’est pas le même pour les 
gaz primitifs et pour les produits de la réaction : la variation de la cha- 
leur de combinaison comprend dès lors deux termes, dont l’un ne dé- 
pend pas des travaux intérieurs, seuls comparables en toute rigueur, 
au point de vue des affinités chimiques. 

Il est facile de faire la part de ces deux effets par le calcul. Prenons 
en effet comme unité des volumes gazeux le volume occupé par 
a équivalents d'hydrogène, H? = 28, soit 224,32, et appelons n le 


u m ee LE cS RS 





(') J'obtiens ce nombre en admettant le volume moléculaire d'un gaz quelconque égal à 
22%, 32 sous la pression normale et à zéro; et l’équivalent mécanique de la chaleur comme 
égal à 436,1 (Regnault). 
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nombre de ces unités qui représente le volume occupé par les corps 
positifs, n’ répondant au volume occupé par les produits : n — n’ re- 
présente la contraction produite par la réaction, valeur positive dans 
toutes les réactions, à deux ou trois exceptions près (*). Or, la quan- 
tité de chaleur absorbée par le travail extérieur de dilatation de 
l'unité de volume, envisagée pendant 1 degré, est égale à 1,93. 
Pour n— n’ unités de volume, on aura donc (n — 7’) 1,93, et pour 


l'intervalle (T — :) 
1,93(n —n’)(T—2). 


Cette quantité est fort petite pour des intervalles de température in- 
férieurs à 100 ou 200 degrés; mais elle devient considérable, si l’on 
envisage les intervalles de 1000 degrés. 

Pour l’eau, par exemple, n— n° = 4; le travail extérieur absorbe 


donc 
0,96(T—1), 


soit 96 calories pour un intervalle de 100 degrés, quantité fort petite 
par rapport à la chaleur de combinaison observée, qui est + 29050 ca- 
lories à zéro. Pour un intervalle de rooo degrés, ce serait un accrois- 
sement de 960 calories, c’est-à-dire 35 de la quantité totale. 


6. Mais ce n’est pas là la principale difficulté qui se présente, dans 
l'évaluation absolue des quantités de chaleur dégagées par les com- 
binaisons formées avec condensation. En effet, étant donnée la cha- 
leur dégagée par une réaction opérée à la température ordinaire entre 
des corps gazeux, pour savoir ce qui se passe à une température 
beaucoup plus haute ou beaucoup plus basse, il faudrait connaître la 
valeur de la fonction U — V, laquelle dépend des chaleurs spécifiques 


(') Telles que la transformation directe de l’acide azoteux en acide hypoazotique 


AzO* + O =Az0'," 
av. IV. = 4. 


ou le changement thécrique du protoxyde d’azote en bioxyde 


AzO + O =Az0’, 
AV. +IV. = 4 v. 
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des gaz simples et des gaz composés, pris à diverses températures et 
sous diverses pressions. 

D’après les nombres observés par M. Regnault, la somme des cha- 
leurs moléculaires à pression constante des gaz composants (évaluées 
entre zéro et 200 degrés) est, dans la plupart des cas, plus grande que 
celle des gaz composés. D’oü il résulte que l’on a U >V, au voisinage 
de la température ordinaire, jusque vers 200 degrés au moins, et 
même beaucoup plus loin, c'est-à-dire que la chaleur de combinaison 
sous pression constante croit, en général, avec la température. 

Entre ces limites, on a, par exemple, pour le protoxyde d'azote, 
Az 0? = 44, 

U—V=(10,3—9,9—0,4)(T—t), 


pour la vapeur d’eau, H?0? = 188, 


U-V= (10,3 — 8,6=1,7)(T—?#), 


pour l’ammoniaque, Az H° = 17€, 
U—V= (13,7 —9,6=4,1)(T— 2), 


Si l’on opérait à volume constant, il conviendrait de retrancher de 
ces quantités un nombre qui ne doit pas s’écarter beaucoup de la cha- 
leur correspondante au changement de travail extérieur produit par 
la condensation: soit 1,0(T— ¢) pour l’eau et le protoxyde d'azote; 
2,0(T — ¢) pour le gaz ammoniac, etc. 

La chaleur de combinaison à volume constant doit donc croître avec 
la température pour l’eau gazeuse et le gaz ammoniac pris entre zéro 
et 200 degrés; tandis qu’elle decroitrait pour le protoxyde d'azote. 
Mais ces conclusions sont subordonnées aux valeurs adoptées pour les 
chaleurs spécifiques des gaz composés. Or les chaleurs spécifiques 
sont des quantités qui s’accroissent elles-mêmes rapidement avec la 
température, comme on le dira tout à l'heure; de telle façon que la 
fonction U — V ne tarde pas à prendre une valeur négative. La cha- 
leur de combinaison, à partir de ce terme, deviendra au contraire dé- 
croissante avec la température, tant à pression constante qu’à volume 
constant; le décroissement commençant même plus tôt et étant plus 
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rapide dans cette dernière condition. Je reviendrai tout à l’heure sur 
cette question. 

Entre les limites mémes de zéro et 200 degrés, les vapeurs des pro- 
tochlorures de phosphore et d’arsenic, celles des chlorures de sili- 
cium, de titane et d’étain, ainsi que les vapeurs du sulfure de carbone 
et du chloroforme, réalisent, d’après les nombres de M. Regnault, la 
relation inverse U< V; d’après laquelle la chaleur de formation de 
ces composés depuis leurs éléments décroit à mesure que la tempéra- 
ture s’eleve : décroissement d’autant plus net que les effets du travail 
extérieur sont de signe contraire; c’est-à-dire que, si l’on opérait à 
volume constant, la variation serait encore plus considérable. 

Non-seulement ce décroissement a lieu, en envisageant les chaleurs 
spécifiques des éléments, telles qu’elles ont été observées, c’est-à-dire 
dans l’état solide du phosphore, de l’arsenic, du silicium, du soufre, 
du carbone, etc.; mais il n’est guère moins manifeste, si l’on suppose que 
ces éléments amenés à l’état gazeux possèdent la même chaleur molé- 
culaire que les autres gaz simples. D’après cette hypothèse fort vrai- 
semblable, on aurait, en effet, entre o et 200 degrés, et à pression 
constante, pour le chlorure de phosphore, PCI? = 137,5, 


U—V = (13,7 — 18,6 = — 4,9) (T— ¢), 

pour le chlorure d’arsenic, AsCl? = 1818, 5, 

U —V = (13,7 — 20,3 = —6,7) (T— 2), 
pour le sulfure de carbone, C?S' = 788, 

U —V == (10,3 —11,9 == —1,6)(T — 2), 
pour le chloroforme, C? HCI* = 1198", 5, 

U —V=(19,1—19,1= —2,0)(T— 1), 
pour le chlorure de silicium, Si?Cl’, 

U—V—(17,1— 22,4 = —5,3)(T — +), 
pour le chlorure d’etain, Sn?Cl’, | 


U-Y=(N1-4,4=-73(T-1). 
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A volume constant, la décroissance devient plus considérable encore, 
puisqu'il faut en augmenter la valeur absolue des effets dus au travail 
extérieur. De la résulte un changement fort notable dans la chaleur 
de formation de ces composés avec la température: changement qui 
s’élèverait sous pression constante à 4900 calories pour le chlorure de 
phosphore, à 7300 calories pour le perchlorure d’étain, etc., étant 
donné un intervalle de 1000 degrés. 


7. Stabilité. — Ce changement peut être tel que le signe de la cha- 
leur de formation d’un composé vienne à changer avec la température : 
la combinaison dégageant de la chaleur à la température ordinaire, et 
en absorbant à une température plus haute. Par suite, une combinaison 
peut se produire directement à une certaine température et devenir 
impossible à une température plus haute. Cela est une conséquence de 
la relation U — V <o. Elle s’accorde avec le fait bien connu que la 
stabilité des composés diminue en général avec la température. 

Reciproquement, dans les cas où la relation inverse U — V > o sub- 
siste pendant un intervalle considérable de température, il peut arriver 
qu'une combinaison directe, impossible à basse température parce 
qu’elle absorberait de la chaleur, devienne possible à une température 
plus élevée, à laquelle la réaction dégage de la chaleur. C’est ici le cas 
d’un composé gazeux dont la stabilité augmente avec la température : 
cas exceptionnel, mais dont on connaît cependant plusieurs exemples 
en Chimie. 


8. Quoi qu'il en soit, les variations de la chaleur de combinaison Q,, 
déterminée à une température T, sont faibles en général, pour les 
corps gazeux pris dans un intervalle de r00 à 200 degrés, parce qu’elles 
représentent une petite fraction de la valeur observée pour Q,, laquelle, 
au contraire, est presque toujours un grand nombre. La chaleur de 
combinaison peut donc être regardée comme sensiblement constante 
dans la plupart des réactions gazeuses, tant qu’on n’opere pas entre 
des limites de températyre très-écartées. 

Pour prévoir ce qui se passe entre des limites beaucoup plus étendues, 
telles que celles qui comprennent la dissociation, il faudrait connaître 
les chaleurs spécifiques des gaz composés à diverses températures. 

S.r1 
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9. Discutons les résultats, malheureusement peu nombreux, que 
nous possedons sur cette question; ils s'appliquent seulement au prot- 
oxyde d’azote, à l'acide carbonique, au gaz ammoniac, et par exten- 
sion au sulfure de carbone et à l’éthylène. 

Quelque limités que soient ces résultats, l’intérêt en est cependant 
considérable, attendu qu'ils comprennent les cas les plus généraux : à 
savoir les combinaisons exothermiques, aussi bien que les combinai- 
sons endothermiques; les dissociations réversibles, aussi bien que les 
décompositions non réversibles. 

1° La chaleur moléculaire à pression constante du protoxyde d’azote 
(Az? 0? = 445) est représentée en fonction de la température par la 
relation 

8,76 + 0,0055t (Regnault) 
ou 
9.16 + 0,0057t (Wiedemann), 


celle des éléments étant égale à + 10,33. 

La chaleur moléculaire du gaz composé est donc moindre que celle 
de ses composants pour toute température inférieure à 285 degrés, 
d’après les nombres de Regnault; ou pour toute température inférieure 
à 206 degrés, d’après ceux de Wiedemann. Par suite on a U > V jus- 
qu'à cette limite, c'est-à-dire que la chaleur de combinaison des deux 
gaz, à pression constante, croit avec la température. Mais cette chaleur 
est négative (voir p. 72), et égale à — 18000 calories pour la réaction 
théorique (') 

Az? + O? = Az?0°. 


Vers 206 degrés (ou vers 285 degrés) sa valeur absolue serait accrue 
seulement de + 0,1 environ. 
Vers 285 degrés (ou vers 206 degrés) elle ne varie pas, car U = V. 


Au-dessus de cette limite, 
U<V, 


c’est-à-dire que la chaleur dégagée va en diminuant; ou bien, ce qui est 


(') Rappelons ici que les chaleurs spécifiques sont exprimées en petites calories (quan- 
tités de chaleur capables d’élever de zéro à ı degré 1 gramme d’eau); tandis que les chaleurs 
de combinaison sont exprimées en grandes Calories (quantités de chaleur capables d'élever 
de zéro à ı degré 1 kilogramme d’eau), c’est-à-dire en unités mille fois aussi grandes. 
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la même chose, la chaleur absorbée devient de plus en plus considérable. 
Ce dernier effet est d'autant plus digne d'intérêt que le protoxyde 
d'azote se décompose en azote et oxygène au-dessus de 500 degrés, en 
dégageant de la chaleur. Mais l’azote et l’oxygène ne se recombinent 
pas lorsqu'on abaisse la température, c’est-à-dire que la décompost- 
tion n'est pas reversible, aucune combinaison directe entre les gaz ne 
pouvant avoir lieu avec absorption de chaleur. 

Les déductions seraient analogues, mais pour des limites de tempéra- 
ture différentes, si l’on faisait intervenir la chaleur spécifique à volume 
constant; malheureusement cette quantité n’a pas été déterminée à 
diverses températures. Cependant on peut en général l'évaluer, au 
moins d’une manière approchée, en retranchant de la chaleur molécu- 
laire à pression constante un nombre équivalent au travail extérieur, 
lequel absorbe 1°*,93 pour l’unité de volume moléculaire des gaz qui 
obéissent aux lois de Mariotte et de Gay-Lussac. La chaleur spécifique 
moléculaire à volume constant du protoxyde d’azote ainsi calculée 
serait vers zéro, d’après les nombres de M. Regnault, 6,89; d’après 
ceux de M. Wiedemann, 7,23. D’après ces nombres, on devrait avoir 
le rapport des deux chaleurs 


C 
Kk 1,27. 


En fait, les expériences de M. Regnault sur la vitesse du son donnent à 
peu près 1,33. La chaleur spécifique du protoxyde d’azote à volume 
constant vers zéro sera égale à 6,6 ou 6,9 suivant que l’on adopte 
l’un ou l’autre des chiffres ci-dessus pour la chaleur spécifique à pres- 
sion constante : différence qui ne modifie pas sensiblement nos cal- 
culs ni nos conclusions. Mais on ne connaît aucune expérience qui 
permette de calculer la chaleur spécifique à volume constant aux tem- 
pératures élevées. Dès lors, nous admettrons, pour simplifier et comme 
susceptible de fournir des valeurs au moins très-approchées, le calcul 
théorique qui déduit la chaleur à volume constant de la chaleur à 
pression constante, en tenant compte seulement de la différence due au 
travail extérieur. 
Nous aurons ainsi à diverses températures : 


Pour les éléments........... — 7,46 
Et pour le composé.......... K = 6,89 + 0,0055¢. 
8.11. 
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Dès lors, on a U > V jusqu'à 100 degrés : la chaleur de combinaison 
croit jusqu’à cette température. 

U = V vers 100 degrés : la variation est nulle. 

U < V au delà de 100 degrés : la chaleur de combinaison décroit au 
delà de 100 degrés. 

La formation du protoxyde d’azote est une réaction endothermique, 
la valeur de la chaleur dégagée étant négative et voisine de — 18,000 
vers zéro. Les divers changements que l’on vient de discuter ne sont 
pas susceptibles d’en changer le signe, ni même d’en altérer beaucoup 
la valeur absolue entre les limites de température envisagées ici. 

Cependant il a paru utile de donner, au moins pour un seul exemple, 
le calcul régulier de la variation U — V, dans l’hypothèse d’une réac- 
tion opérée à volume constant. Nous n’y reviendrons pas pour les autres 
gaz, les données expérimentales étant insuffisantes et la discussion 
offrant dès lors peu d'intérêt. 

2° Soit maintenant le gaz ammoniac, composé qui se forme (par 
voie indirecte), en dégageant pour les poids équivalents (17 grammes), 


Az + H’ = AzH’ dégage... -+ 26,700 calories. 


La chaleur moléculaire à pression constante du gaz ammoniac est 
représentée en fonction de la température par la formule 


° 8,51 + 0,0053¢ (Wiedemann), 


valeur inférieure & la somme des chaleurs moléculaires des compo- 
sants (+ 13,7) pour toute température inférieure à 1000 degrés, mais 
qui lui deviendrait égale vers ce terme, pour la surpasser ensuite. 

La chaleur dégagée sous pression constante par la formation théo- 
rique du gaz ammoniac croit donc sans cesse avec la température 
jusque vers 1000 degrés, température à laquelle elle atteindrait 
+ 29,300. Au delà elle diminuerait. Mais à cette température le gaz 
ammoniac est décomposé complétement, ou à peu près. L’azote et lhy- 
drogene, une fois séparés à 1000 degrés, ne se recombinent point 
d’ailleurs par le fait d’un abaissement de température. 

A volume constant : U = V vers 600 degrés environ; à cette tempé- 
rature la chaleur dégagée serail + 27,600; à 1000 degrés : + 27,000. 

3° Venons à l’acide carbonique, et, pour arriver à des résultats plus 
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certains, envisageons la formation de ce gaz, non à partir du carbone, 
dont l’état gazeux est hypothétique et ne se réaliserait d’ailleurs qu'à 
une température excessivement élevée, mais à partir de deux gaz réels, 
l’oxyde de carbone et l'oxygène 


CO? + 01 — C'O*. 


La réaction de ces deux gaz dégage + 69,000 calories. 

Il s’agit ici d’une combinaison exothermique et d'une réaction rever- 
sible, ces deux gaz pouvant être séparés au moins partiellement par 
une élévation de température et se recombinant à mesure pendant le 
refroidissement. 

D’après M. Regnault, la chaleur moléculaire de l’oxyde de carbone 
sous pression constante est constante et égale à celle de ses éléments 
supposés gazeux sous le même volume : + 6,86. L’oxyde de carbone 
peut donc être assimilé aux composés formés sans condensation. La 
chaleur moléculaire de l’oxygène O? étant 3,47, on a 2c = + 10,33 
pour les composants. Quant au composé, sa chaleur moléculaire à 
pression constante, évaluée en fonction de la température, 


C=8,23 +o,o1:17t, d'après Regnault, 


ou 
8,59 + 0,00952, d'après Wiedemann. 


Cette quantité est inférieure à la chaleur moléculaire des éléments 
jusque vers 180 degrés; elle lui devient égale vers cette température; 
puis elle la surpasse de plus en plus. 

On aura donc jusqu’à 180 degrés 


U>V. 


Entre zéro et 180 degrés, l’accroissement dans la chaleur de combinai- 
son sera égale à + 0,18, c’est-à-dire négligeable par rapport à 69,000. 
A cette température 
U=V; 
au-dessus 
U>V. 


Jusqu'ici nous sommes restés dans la limite des faits observés; mais, 
si l’on veut prendre quelque idée de la dissociation, il est nécessaire 
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d'aller plus loin. Supposons, par exemple, que la chaleur spécifique 
de l’acide carbonique continue à croître avec la température, suivant 
la même loi que de — 30 à + 180 degrés : à la température T + 180, 
elle deviendra à peu près 


10,3 + 1,06 TJ, 
100 
La chaleur absorbée par le gaz carbonique entre 180 degrés et T sera 
10,3T +1,06 = 


La diminution de la chaleur de combinaison, a partir de 200 degres, 
sera 
U —V=10,3T —10,3T —1,06 & = Lp 


200 200 


très-sensiblement. 
Si l’on admet que la réaction 


CO + 0? = 01 


dégage + 69000 calories vers 200 degrés, on peut maintenant calculer 
à quelle température ce nombre deviendra nul : . 


T= \ / 22090 X 200 = 3610 environ; 180 +T = 3790. 
’ 


A cette température de 3790 degrés, l’oxyde de carbone et l’oxygène 
ne dégageront plus de chaleur. Au-dessus leur union en absorberait. 
On peut admettre que telle serait la limite à laquelle l’acide carbonique 
est complétement décomposé sous la pression ordinaire. Cette limite 
est d’ailleurs dans l’ordre de grandeur que les observations de M. H. 
Sainte-Claire Deville auraient permis de prévoir. 

L’acide carbonique posséderait donc, à partir de 200 degrés et au- 
dessus, une chaleur spécifique sous pression constante supérieure à 
celle de ses composants gazeux; de même que les protochlorures de 
phosphore et d’arsenic et les chlorures de silicium d’étain et de titane 
au-dessous de 200 degrés. Comme l’acide carbonique ne paraît offrir ni 
à cette température, ni même bien au delà, aucun indice de dissociation, 
pas plus que les chlorures phosphoreux et arsénieux, dans la condition 
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où leur chaleur spécifique a été mesurée réellement, on serait conduit 
à admettre que l’exces des chaleurs spécifiques représente une sorte 
de transformation du gaz, laquelle en précède la décomposition. 

On voit, en outre, que la chaleur de combinaison qui répond à la por- 
tion des deux composants réellement combinés, soit avant, soit pendant 
la période de dissociation, ne saurait être regardée comme une con- 
stante. 

Cependant, à partir d’une température voisine du rouge, la décom- 
position réelle de l’acide carbonique commence, et l’expression théo- 
rique donnée plus haut pour sa chaleur spécifique ne semble plus 
devoir être appliquée qu'à la partie du gaz carbonique non dé- 
composé. — 

Toutes ces déductions se rapportent à une réaction opérée sous pres- 
sion constante. À volume constant, on aurait, d’après les conventions 
présentées plus haut, 


U—V = [7,44 — 6,48 — 0,0053(T — #)](T — 6). 


Jusqu’à go degrés, U > V; U = V vers go degrés. Puis la chaleur 
dégagée decroit; la loi de variation indiquée donnant 3700 degrés 
environ, pour la température à laquelle la réaction ne produirait plus 
de chaleur. 

Ces résultats sont indépendants de la dissociation; c'est-à-dire qu'ils 
s’appliquent soit à la totalité des gaz, dans l’hypothèse d’une combi- 
naison totale, soit à la fraction réellement combinée, dans l’hypothèse 
d’une combinaison incomplète. 

Dans un cas comme dans l’autre, la formule donnée plus haut repré- 
sente ce que j’appellerai la température de dissociation totale. Elle ne 
présente une signification chimique définie que dans les cas de décom- 
position réversible, c’est-à-dire dans les cas où le composé détruit par 
l’échauffement se reforme en sens inverse pendant le refroidissement. 

La température de dissociation totale, à volume constant, se déduit 
aisément de la température limite calculée d'après les hypothèses pré- 
cédentes pour une pression constante. 

En général, soit Q, la quantité de chaleur dégagée par la réaction 
d’un système quelconque de composants à la température zéro; soit Q, 
la quantité analogue à la température T; soient c,, cs, ... les chaleurs 
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spécifiques élémentaires des composants, c’est-à-dire le rapport limite 
pour chacun d ; de même, soient c’,,c',, ... les chal 

=; pour chacun de ces corps; de même, soient c’,, c,, ... les chaleurs 


spécifiques élémentaires des composés, toutes ces chaleurs spécifiques 
étant rapportées aux poids moléculaires; les quantités c,, Ca, C3, ..., 
Ci» C2. ... sont des fonctions de la temperature: 


Cc, =f, (t), C; =f; (t), wey 
= fit), =), 
On a d’ailleurs, d'après la relation connue (Annales de Chimie et de 
Physique, 4° série, t. VI, p. 304), 


Q, —Q,+U—V; 


T T 
u= f LA + file) +. jé = f Sfto) dt, 
v=f Sf (eae 


La température théorique de dissociation totale T sera donnée par la 
relation 


T T 
(1) a= f Bf ae — [ E slide. 


é 


Or l’experience prouve que les chaleurs spécifiques élémentaires 
peuvent étre représentées par une équation empirique de la forme 


S(f=at bt+ gt+.... 


Pour les gaz simples, f(t) se réduit à la constante a, laquelle a même 
une valeur sensiblement identique : 6,8 pourun même volume (22"*, 32) 
de ces divers gaz. Pour les gaz composés formés par l’union de n unités 
de volume des gaz simples combinés avec condensation, l'équation (1) 

se réduit dès lors à 


(a) = +a+..—d —a:—..)T- 4b, + 6, +.) Id + gi + NT... 


La détermination de la température T à laquelle la réaction ne déve- 
lopperait plus de chaleur sera donc donnée par une équation du pre- 
mier degré, si les chaleurs spécifiques élémentaires des composés sont 
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constantes; par une équation du deuxième degré, si elles sont repré- 
sentées par la formule a + bi, etc. 

Cette derniére expression suffit pour représenter les chaleurs spéci- 
fiques des -gaz étudiés jusqu'ici. C’est donc une équation du second 
degré, telle que la suivante, qui s’appliquera au calcul de T; par 
exemple, on aura pour un gaz composé, formé par u union de deux gaz 
simples : 


Q, — a + Ga — a,)T=0, 


Ce calcul théorique s'applique également aux réactions opérées à 
pression constante et aux réactions opérées à volume constant, sauf 
les changements convenables dans les coefficients numériques. 

J'ai cru utile de développer ces calculs, malgré les hypothèses qu'ils 
renferment, parce qu'il importe au progrès de la Science que toute 
conjecture suffisamment vraisemblable soit poursuivie jusqu’à ses der- 
nières conséquences; il convient seulement de présenter celles-ci avec 
réserve et de les distinguer avec soin des vérités démontrées. 

Le fait le plus frappant qui ressort de cette discussion, c’est l’exis- 
tence d’une sorte de transformation des gaz, qui précéderait leur décom- 
position, transformation attestée par l'accroissement incessant de leur 
chaleur spécifique. 

Mais cette transformation ne paraît dépendre ni du caractère endo- 
thermique ou exothermique de la combinaison, ni de la possibilité 
d’une dissociation réversible; attendu qu’elle existe également pour 
l'acide carbonique, combinaison exothermique qui se produit directe- 
ment et qui est susceptible de dissociation réversible; pour le gaz am- 
moniac, combinaison exothermique qui ne se produit pas directement 
et qui n’est pas susceptible de dissociation réversible; enfin, pour 
le protoxyde d’azote, combinaison endothermique qui ne se produit 
pas directement. 

L'existence d’une transformation analogue est également facile à 


nn RER Re ee + © © + Pe — 


(') La seconde racine, étant négative, n’est pas applicable au problème. 
S.12 
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vérifier pour deux autres gaz, dont la chaleur spécifique a été étudiée 
à des températures différentes. 
4° Soit le sulfure de carbone, C?S*; d’après les données de M. Re- 


gnault, ' 
C =10,62 + o,o14£, 


La somme théorique des chaleurs spécifiques moléculaires des éléments 
supposés gazeux serait 10,33, c'est-à-dire que la chaleur dégagée par 
la formation du sulfure de carbone demeure constante vers — 20 de- 
grés; elle augmente au-dessous de cette température; mais elle dimi- 
nue au-dessus. Pour un intervalle de 1000 degrés, la variation de la 
chaleur de combinaison est tres-considerable. L’écart serait plus grand 
encore si l’on faisait entrer en ligne le carbone solide, avec sa chaleur 
spécifique variable, et le soufre, sous les formes successives qu’il tra- 
verse entre zéro et 1000 degrés. | 

L'union du soufre et du carbone, pris dans leur état actuel, absorbe 
d’ailleurs de la chaleur — 6,3; absorption qui irait croissant jusqu’à 
1000 degrés et au delà, d’après ce qui précède. 

Mais la combinaison deviendrait probablement exothermique, au 
moins vers zéro, si l’on pouvait la rapporter au carbone gazeux et au 
soufre gazeux; la chaleur dégagée irait alors en diminuant avec la 
température, et finirait par changer de signe à une température élevée, 
précisément comme pour l’acide carbonique. 

Observons en effet que la combinaison du soufre avec le carbone 
s’opère directement. Mais elle a lieu dans des conditions toutes spé- 
ciales, la dissociation du composé se manifestant dès la température 
à laquelle la combinaison s'effectue; de telle façon que le sulfure de 
carbone peut se décomposer partiellement, dans les conditions mêmes 
dans lesquelles le soufre et le carbone commencent à se combiner. 
C’est ce que j’ai reconnu par des expériences très-nettes (*), faites à 
l’aide d’un système de tubes concentriques que l’on chauffait au rouge, 
le soufre et le carbone s’unissant dans le tube intérieur, tandis que le 
sulfure de carbone se décomposait dans le tube enveloppant. 

5° Examinons enfin la formation de l’éthylène. La chaleur spéci- 


(') Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XVIII, p. 168. 
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fique de ce gaz à pression constante, d’après M. Wiedemann, 


C—9,12-1: 0,0231. 


Cette fonction croit plus rapidement avec la température qu'aucune 
autre analogue jusqu'ici connue : elle doublerait pour un intervalle de 
4oo degrés. Mais il faudrait 500 degrés environ pour qu'elle atteignit 
la somme des chaleurs spécifiques des éléments supposés gazeux, 20,5. 
L’intervalle serait seulement de 300 degrés, si l’on envisageait la cha- 
leur spécifique du carbone solide. 

La chaleur de formation de l’éthylène avec ses éléments, dans leur 
état actuel, est négative (— 8,0 pour C’H*); mais elle serait probable- 
ment positive, si l’on pouvait la rapporter au carbone gazeux. En tout 
cas, la variation de cette quantité U — V est positive jusque vers 
300 degrés pour les éléments actuels, c’est-à-dire que la chaleur absor- 
bée va en diminuant, dans une proportion minime à la vérité. Au delà, 
la variation U — V devient négative; la chaleur absorbée croit de nou- 
veau et suivant une progression assez rapide pour que la chaleur dé- 
gagée par la combinaison de l'hydrogène avec le carbone (même supposé 
gazeux) devienne nulle ou négative vers la température rouge. 

C'est en effet vers le rouge que l’éthylène se décompose ; mais sa de- 
composition est accompagnée de phénomènes d'équilibre plus compli- 
qués qu’une simple dissociation et dans lesquels interviennent les 
quatre hydrures de carbone fondamentaux, l’acétylène (C’H)?, l’ethy- 
lene (C?H?)?, le méthyle (C?H*)? et le formène, CH", ainsi que les 
produits de leurs condensations et combinaisons réciproques. 

Ce n’est pas ici le lieu de discuter ces effets complexes; mais il a paru 
utile de montrer encore une fois comment la stabilité des composés et 
leur état de dissociation sont en relation directe avec le signe de la 
chaleur de leur formation, et avec les valeurs variables des chaleurs 
spécifiques. 

Il serait à désirer que cette discussion put être étendue à des exem- 
ples plus nombreux, et spécialement à toutes les combinaisons formées 
avec des éléments gazeux dont la chaleur spécifique est parfaitement 
connue. 


10. La question des quantités absolues de chaleur dégagées par les 
S. 12. 
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réactions des gaz à diverses températures étant ainsi définie, nous allons 
examiner brièvement les conséquences qui en résultent pour la tempé- 
rature, la pression ct le volume des gaz produits au moment de la com- 
binaison. 

La temperature de combustion d'un mélange gazeux est, comme on l'a 
dit plus haut, l’excès de température qui serait acquis par les produits 
gazeux de la combustion, s’ils conservaient la totalité de la chaleur 
dégagée dans la réaction. Q étant cette quantité de chaleur et C la 
chaleur spécifique en poids des produits, on a la formule déjà donnée 


formule qui s’applique également lorsque deux gaz brülent en propor- 
tion équivalente et lorsqu'ils sont mélangés avec des gaz qui ne brü- 
lent pas. 

Dans la plupart des cas, comme l’a montré M. H. Sainte-Claire 
Deville, une portion seulement des gaz combustibles entre en réaction, 
une autre portion subsistant en présence d'une dose correspondante 
d'oxygène, parce que la température développée est assez haute pour 
déterminer la décomposition partielle de la combinaison qui tend à se 
produire (dissociation). Soient & cette fraction combinée et C, la cha- 
leur spécifique moyenne (entre zéro et 2) du système, tel qu'il existe 
au moment de la combustion; on aura, en général, pour les gaz formés 
avec condensation, 


(1) the. 


Q est une constante qui dépend seulement de la température ini- 
tiale, laquelle est supposée ici égale à zero; mais 4, 4, C, sont trois va- 
riables, liées entre elles par l’équation (1). 

On peut trouver une seconde relation entre ces variables, en s’ap- 
puyant sur les expériences de M. Bunsen (Annales de Poggendorf, 
1867) : cet illustre savant a eu l'idée de brüler le mélange combustible 
à volume constant et de mesurer la pression P, développée au moment 
de la combustion. En effet, en appelant g la condensation théorique, 
c’est-à-dire le rapport du volume des gaz produits dans une réaction 
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totale, après refroidissement, au volume des gaz primitifs, on a la re- 
lation - 


(2) P=P,(1—hk -+ kg)(1 + af). 


Soient encore a la chaleur spécifique moyenne, à volume constant, des 
gaz composants et b celle du composé, on a 


(3) C= (1— ha + hb, 
kQ 
4) (= Saar kb’ 
P j akQ 
(5) p= (t+ keg) | + ner | 


Aux trois inconnues 2, #, C,, liées par l’&quation (1), nous en avons 
substitué cinq, liées par les trois équations (3), (4), (5) : le problème 
demeure donc indéterminé. 

M. Bunsen avait pensé le résoudre par deux hypothèses, qui con- 
sistent à admettre que la chaleur spécifique des gaz composants a et 
celle des produits b sont des quantités constantes, indépendantes de la 
température et de la pression. Dès lors & et ¢ sont donnés par deux 
équations du deuxième degré. 

Le tableau suivant résume les résultats de M. Bunsen, que je de- 
mande la permission de transcrire : 


Mélange combustible, en volumes. 5; (expérience). A (calcul). ¢ (calcul). 
1... (:C0+:0 ..... eae eee ee 10,78 0,351 3192 
I... (OO 10,19 0,319 2893 
Il.. 32€0+{0+0,10790....... 9,05 0,314 2558 
IV... Id. +0,6857CO...... 8,89 0,460 2471 
V... Id. +0,85540....... 8,44 0,478 2325 
VI... Id. +1,08610....... 7 ,86 0,490 2117 
VII... | Id. + 1,2563 Az(air).. 7,73 0,515 2084 
VIII. | Id. id. .. 7,35 0,470 1909 
IX... Id. + 1,71450....... 6,67 0,520 © 1726 
X.... Id. + 2,15590....... 5,83 0,512 1460 
XI... Id. + 3,1629CO.... . 4,79 0,527 1146 
XID... (2H +10 . ..... .... .. . 9,97 0,338 2854 
xl. Id. .......... ... ; 9,75 0,336 2833 


XIV. 3H+40 +1,2599Az(air).. 7,49 0,547 2024 
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__ D'après les nombres de ses expériences, ainsi calculés, &, c'est-à-dire 

la fraction réellement combinée, croitrait de 0,31 40,53, à mesure que 
la présence d’une plus forte proportion de gaz inerte abaisse davan- 
tage la température de combustion; la variation aurait un maximum au 
voisinage de 2500. Les écarts d’une expérience à une autre, faite dans 
les mêmes conditions, s’elevent à 6 pour 100 sur la pression mesurée, 
ce qui répond à des écarts d’un dixième sur la fraction combinée et sur 
la température. M. Bunsen a cru cependant pouvoir en conclure que # 
restait invariable et égal à un tiers, de 3200 à 2500 degrés; tempéra- 
ture vers laquelle il s’eleverait subitement à la moitié du gaz explosif, 
pour conserver de nouveau une valeur constante jusque vers 1150 et 
au-dessous. On pourrait objecter que les limites d’erreur sont trop 
étendues pour autoriser l'admission d’une loi simple de rapports nu- 
mériques discontinus; mais il ne me paraît pas utile de discuter cette 
question d’une manière plus approfondie, parce que l’hypothèse fonda- 
mentale, relative à la constance de la chaleur spécifique de l'acide car- 
bonique, n’est pas exacte. 

C’est seulement pour les gaz simples voisins de l’état parfait et pour 
l’oxyde de carbone, composé assimilable aux gaz formés sans condensa- 
tion, que les expériences de M. Regnault et celles de M. E. Wiedemann 
autorisent à admettre la constance des chaleurs spécifiques sous pres- 
sion constante, entre zéro et 200 degrés. Aucune expérience n’a été 
faite sur la chaleur spécifique des gaz sous volume constant à diverses 
températures. Si l’on admettait, à titre d’hypothèses que chacun appre- 
ciera à son gré, que ces conclusions sont applicables au gaz chlorhy- 
drique, seul composé formé sans condensation dont on puisse détermi- 
ner la formation par combustion directe, la chaleur spécifique de ce 
gaz étant d’ailleurs réputée égale à celle de ses éléments ('), les équa- 
tions du premier degré 


__LQ _ Q 
t=he et P=P,(1+ ak] 


permettraient de calculer ¢ et A, c’est-à-dire la dissociation, par des 


(*) On sait que cette dernière supposition n’est pas tout à fait exacte, le chlore ayant une 
chaleur spécifique supérieure à celle des autres gaz simples sous le même volume. 
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expériences analogues à celles de M. Bunsen : j'ai déjà signalé cette 
relation. 

Mais aucune de ces hypothèses, et, par suite, aucun de ces calculs ne 
sont autorisés par l'expérience pour les gaz formés avec condenstion, 
tel que l’acide carbonique. En fait, la chaleur spécifique de tels gaz 
varie, et cela fort rapidement, avec la température. En rapportant la 
chaleur spécifique sous pression constante au poids moléculaire (lequel 
occupe 22", 32 à zéro et o™, 760), on a trouvé plus haut pour les va- 
leurs moyennes de cette quantité entre zéro et 200 degrés : 


Pour C0'— 445... C—8,41+0,0053t (moy. de Regnault etde Wiedemann). 


La condensation est 3 pour l’acide carbonique. On ne saurait douter 
que la vapeur d’eau n'offre des variations analogues. 

Les chaleurs spécifiques à volume constant n’ont pas été mesurées à 
diverses températures; mais on a vu que l’on peut en obtenir une valeur 
approchée pour les gaz qui suivent les lois de Mariotte et de Gay- 
Lussac, en regardant la différence des deux chaleurs spécifiques comme 
équivalente au travail extérieur de dilatation, c’est-à-dire comme re- 
présentée par 3,93. On aurait dès lors la valeur moyenne 


Pour C?0',... @=6,48 + 0,00532. 


Mais il est plus que douteux que cette valeur soit applicable sous des 
pressions voisines de ro atmospheres. 

Essayons cependant de calculer la température de combustion de 
oxyde de carbone et de l’oxygène, pris à volumes équivalents. D’a- 
près ces nouvelles données, et en admettant Q = 69000, on aurait 


69000 


= — Oe o 
‘= 5,41 4-0,00838 2900° environ, 


à pression constante; 
t' = 3060° environ, 


4 volume constant; températures bien plus basses que 7200 et 8300 de- 
grés, auxquelles conduit l’hypothese des chaleurs spécifiques con- 
stantes. D’après la formule empirique ci-dessus, C = 24,3 entre zéro et 
3000 degrés, valeur un peu plus que double de la chaleur spécifique des 


S.96 BERTHELOT. 


éléments supposés gazeux. Cette relation n’a rien d’impossible, d'après 
les analogies; car elle existe en fait pour les chlorures de phosphore et 
d’arsenic gazeux, suivant les expériences de M. Regnault. A volume 
constant, le calcul donne C = 21,4. Si l’oxyde de carbone brülait dans 
l'air, il faudrait tenir compte de la chaleur absorbée par l'azote qui ac- 
compagne l'oxygène, quantité facile à calculer, puisque la chaleur 
spécifique de l’azote est regardée comme constante. La température de 
combustion à pression constante serait réduite par là à 2100 environ; 
à volume constant à 2400. La dissociation abaisse encore ces tempéra- 
tures, puisqu'elle équivaut à l'introduction d’une certaine fraction 
d'oxyde de carbone et d'oxygène, simplement échauffés par la combi- 
naison du surplus. 

Rappelons ici que, d’après la formule empirique des chaleurs spéci- 
fiques, la combinaison entre l’oxyde de carbone et l’oxygene cesserait 
de dégager de la chaleur vers 3800 degrés, température qui ne sur- 
passe que de 900 degrés la température de combustion calculée. 

Hätons-nous d’ajouter que la formule empirique ci-dessus repre- 
sente la chaleur spécifique du gaz carbonique seulement entre zéro et 
200 degrés; son extension jusqu’à 3000 degrés ne saurait être regar- 
dée que comme une simple hypothèse, destinée à mettre en évidence 
l’inexactitude des anciennes évaluations. 

On peut montrer d'ailleurs que les valeurs qui en sont tirées sont 
trop fortes pour être applicables à la totalité du gaz combustible. En 
effet, on en déduit une pression inférieure d’un cinquième environ aux 
nombres trouvés par M. Bunsen. Mais il suffirait d'admettre une disso- 
ciation partielle, pour rendre les pressions et les températures compa- 
tibles avec les chaleurs spécifiques tirées de la formule. 

Les expériences de M. Bunsen ne procurent donc aucune donnée 
certaine relativement au degré, à la nature ou même à l’existence de 
la dissociation. 

Cependant ces mesures, supposées exactes, n’en demeurent pas 
moins très-précieuses, parce qu'elles permettent de calculer, sans faire 
aucune hypothèse sur les chaleurs spécifiques, deux limites entre les- 
quelles la température de combustion est nécessairement comprise. On 
admet seulement, dans le calcul, la généralité des lois de Mariotte et de 
Gay-Lussac, jusqu’à ces hautes températures. 
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De l'équation (2) on tire, en effet, 


P 1 
t= 273 (— ———___ |. 
‘ (5 1—hk—kg | 
Il est clair que la fraction combinée au moment de l’explosion est 
comprise entre zéro et ı pour un mélange formé en proportion équi- 
valente; entre zéro et m pour un mélange renfermant ı — m volumes 
de gaz inerte. Dès lors, en remplaçant À successivement par zéro et 1, 


ou par zéro et m, on obtiendrait les deux limites cherchées. En voici 
le tableau : 


P 

pP tye fy. 
l.... ( 2CO+10..,...... ........ 10,78 4140 2612 | 
I... | | (> Pe EEE 10,19 3900 - 2537 | 
III... Id. +0,10790........ 9,05 3066 2108 
IV... Id. +0,68570........ 8,89 2760 2154 
V... Id. + 0,85540........ 8,44 2537 2031 
VI... Id. +1,08610........ 7,86 2280 1875 
Vil. Id. +1,2563Az....... 7,73 2203 1838 } 
VIII. Id. id.  ....... 7,35 2083 1734 | 
IX... Id. + 1,71450........ 6,67 1879 1548 
X... Id. +2,15590........ 5,83 1505 1319 
XI... Id. +3,16290........ 4,5 1150 1034 
XII. (2H+10................... 9:97 3809 2449 | 
XII. Id. .................. 9,75 3718 2389 | 
XIV. ld. +1, 2599 AZ........ 7,49 2126 1715 


Ainsi la température de combustion de l’oxyde de carbone par l’oxy- 
gene, à volume constant, est comprise entre 4000 et 2600; par l'air, 
entre 2200 et 1750, limites déjà fort resserrées; celle de l'hydrogène 
par l’oxygene entre 3800 et 2400; par l'air entre 2100 et 1700. 

Ces derniers nombres pourront sembler un peu faibles si on les rap- 
proche de la fusion du platine, évaluée à 2000 degrés; mais, dans cette 
dernière évaluation, la chaleur spécifique du platine a été supposée 
constante, tandis qu'elle varie avec la température. Si l’on adoptait la 
loi de variation tirée des mesures de Dulong, le platine devrait fondre 
vers 1400 degrés. Le nombre vrai est probablement intermédiaire (‘). 


(') M. Violle a trouvé récemment 1800 degrés dans des expériences qu'il n'a pas encore 
publiées. 
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On sait qu'il est controversé; au dela de la limite des mesures faites 
avec le thermomètre à air, nulle température n'est connue jusqu'ici 
avec certitude. | 

Mais les expériences qui viennent d’être discutées paraissent établir 
la possibilité de produire des températures réelles voisines de 3000 de- 


grés. 


11. Établissons une dernière proposition relative aux changements 
de pression et de volume, produits par la combinaison chimique. 


Lorsque deux ou plusieurs gaz réagissent directement les uns sur 
les autres, avec formation exclusive de produits gazeux, la chaleur 
dégagée est telle qu'il y a toujours accroissement de pression, lorsqu'on 
opère à volume constant; ou, ce qui revient au même, accroissement de 
volume, lorsqu'on opère à pression constante. 


Soient ¢ la température développée par la réaction à volume constant; 
V, le volume des gaz initiaux réduit à zéro et 0*,760; V, le volume des 


e V ° [4 
produits, 7 = À sera la condensation. At degrés on aura 
® 


P=P,A{ı +at). 


Des lors: 
| 


P>P, Si tait; 


P< P, si It at<rp- 


Le premier cas se présente évidemment lorsque la condensation est 
égale à l'unité (chlore et hydrogène; cyanogène et oxygène supposés 
produire une combustion totale), ou lorsqu'il y a dilatation (acetylene 
et oxygène). 

Reste le cas où la réaction donne lieu à une contraction. Pour y 


Q. 
C° 


faire intervenir la chaleur dégagée, posons comme plus haut: ¢ = 


la relation P > P, exige dès lors 


Q 
1+ 3c 


k 


CHALEUR DE COMBINAISON RAPPORTÉE A L'ÉTAT GAZEUX. 5.99 


Or l'expérience donne, dans tous les cas connus, 
I 
Q> 293 (| -1)6; 


ce qui vérifie notre proposition. L’écart entre ces deux quantités est 
d’ordinaire tres-considerable. 

Cette vérification est purement empirique, attendu qu’on ne connaît 
aucune théorie qui permette de calculer a prion, soit la chaleur speci- 
fique des corps composés à diverses températures, soit la chaleur déga- 
gée par une réaction. | 
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ERRATA. 


Page S.10, ligne 10, au lieu de : Gibbert, sez Gilbert. 


» 8.12, lignes 9, 10 et 11, au lieu de la phrase : « Je considère, elc., ... négatif », lise: 
« Je considère comme positifs les rayons des surfaces convexes ; les rayons des 
surfaces concaves seront négatifs ». 
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